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PREFACE 



L'analyse intinitesimale est une science fort etendue, 

et les auteurs qui out traite cette matiere y ont loujours 

consacre deux, et quelquefois trois gros volumes. Mais 

une tres-grande partie de cette science n'a qu'un interet 

purennent theorique et resle sans application dans les 

questions usuelles que les ingenieurs ont a resoudre. Les 

regies de la differentiation, le calcul des quadratures, 

Tintegration des equations differentielles les plus sim- 

pFes, et quelques applications geometriques consacrees 

par Tusage, sont tout ce qu'il est necessaire de connaitre 

pour aborder Tetude de la Mecanique industrielle ou 

celle de la Stabilite des constructions. — II nous a done 

semble qu'un ouvragc ou seraient developpes les prin- 

cipes les plus elementaires du Calcul differentiel et du 

Calcul integral pouvait etre utile aux jeunes gens qui se 



II PREFACE. 

proposent d'embrasser la carriere d'ingenieur, en les 
dispensant de chercher dans de gros livres la solution 
des questions qui les interessent plus particulierement. 
G'est cet ouvrage que nous avons essaye de rediger, en 
profitantdeTexperience que nous avons pu acquerir dans 
un enseigneinent tout special, sur les besoins de la jeu- 
nesse en ce qui louche le sujet dont il s'agit. 

Ce livre ne saurait avoir aucunc pretention scienti- 
fique, et il a fallu faire abnegation d'amour-propre pour 
nous reduire au role tres-secondaire que nous avons 
accepte. Mais si nous avons reussi a etre utile aux lec- 
teurs pour lesquels cet opuscule est ecrit, nous nous re- 
garderons comme suffisamment paye de notre peine. 

Les rigorist<3S nous reproclieront sans doute d'avoir 
omis cerlaines discussions ou laisse dans Tonibre ceitains 
points delicats. Nous les prions de nous faire grace et de 
vouloir bien considerer que, dans un cnseignement aiissi 
elementaire, destine surtoul a preparer promptemeiit les 
lecteurs aux applications utiles, nous avons du faire le 
sacrifice de tout ce qui aurait retarde notre marche. 

Les principes elementaires du Calcul infinitesimal sent 
aujourd'hui si repandus, quo nous pourrions nous dis- 
penser d'indiqucr les sources auxqueiles nous avons 
puise. Cependant nous croyons remplir uu devoir en de- 
clarant que le Traitc elementaire de Calcul differenliel 
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et deCalculintegral de Lacroix, le Traite Mmentaire de 
la TMorie des fonctions et du Calcul itifinithimal de 
M. Cournot, \e C ours d' Analyse de PEcole polytechniqne 
par M. Duhamel, enfin le Cours de Calcul differ entiel et 
integral de M. A. Serret, sont les ouvrages que nous 
avons le plus frequemment consulles. 
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PREMIERE PARTIE 

PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL DIFF^RENTIEL 



1. - NOTIONS PR^LIMINAIRES 

t . — Le calcul differentiel est la partic des mathematiques 
qui traite des variations infiniment petilcs des fonctions. 

«. — On saitqu'une variable y est dite fouction d'une autre 
variable x, si j/ varie avec x, et si j/ prend une ou plusieurs 
valeurs determinecs quaiid on atlribue une valeur determinec 
a X. Ainsi , en coordonnees rectilignes , I'ordonnee d'une 
courbe est une fonction de Tabscisse. 

Si la relation qui lie x et y est exprimee par une equation 
resolue par rapport a y, comme y = f[x)^ on ditquc y est une 
fonction explicite de x. Si cclte relation est exprimee par une 
equation non resolue, comme f(Xy j/) = 0, on dit que y est 
une fonction implicite de x, Dans I'un et I'autre cas, x prend 
le nom de variable independante ; c'est celle a laquelle on 

1 



2 PREMIERS fiLE^IEiNTS DU CALCUL INFINITESIMAL. 

attribue des valeurs particulieres pour en deduirc les valeui 
con espondantes de la fonction y, 

3. — De merae, uiie variable z est dile fonction de deu 
autres variables^ eti/, si elle varie en meme temps quex et y 
et si elle prend une ou plusieurs valeurs determinees quani 
on attribue des valeurs determinees a x et j/. Ainsi, en coor- 
donnees rectilignes, I'ordonnee z d'une surface courbe estunc 
fonction des deux autres coordonnees x ciy, 

C'est une fonction explicite si la relation qui lie les troid 
variables est exprimee par une equation resolue par rapport 
a z comme z=f{x^ y) ; c'est une fonction implicite si cetle rela- 
tion est exprimee par une equation non resolue, comme 
/*(x, J/, ;s) =0. D nns Tunet Taiitre cas^ X ei hy sont les vatia- 
hies indepenclantes ; ce sont celles auxquelles on attribue des 
couples de valeurs particulieres, pour en deduire Jes valeurs 
correspondantes de la fonction z. 

4. — On pourrait avoir a considerer des fonctions de plus 
de deux variables independantes, comme z=f(Xjy,t)^ ou 
f{x,y,z,t) = 0. 

5. — On appelle infiniment petit une quantite qui lend 
vers zero, et que Ion considere dans un etat tres-voi«in de sa 
limite. ^^■ 

II resulle de cette definition que si un infiniment petit a est i 
ajoute a une quantite finie et doterminee a, on pent toujours 
negliger a devant a, puisque, a la liuiite^ a-hase reduit a a. 
II en serait de meme si a tendait lui^meme vers une limite 
finie a^ ; car, a la limite, a-f-a se reduirait a a^. 

6. — Dans une question ou Ton a divers infiniment petils 
a considerer, jl y en a toujours un auquel on rapporte tous les 
autres, ct que, pour cette raison^ on appelle infiriiment petit 
principal. 

Soit a I'infiniment petit principal ; et soit ?t un autre infini- 
ment petit qu'on lui couij)ari\ Silc rapport - tend vf3rs und 
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limitc finie k^ differcnte de zero, on dit que ^ est uu infini' 
ment petit du premier ordre ; et Ton peut Ic represcnter 

par koL. Si le rapport - tend vers un infiniment petit du prc- 

mier ordre kx, on dit que 3 est un injimment petit du second 

3 
ordre ; et Ton peut le rcpresenler par ta*. Si le rapport - 

ft 

tend vers un infiniment petit de second ordre A:a% on dit que 
p est un infiniment petit da troisidme ordre ; et Ton peut le 
representer par /fa'. En general, si un infiniment petit peut 
elre represente par ka!^^ on dit que e'est un infiniment petit de 
r ordre n. 

9. — La somme de plusieurs infiniment pelits du memc 
ordre, en nombre determine, est encore un infiniment petit 
du meme ordre. Car si fca**, fa", fe"a", ..., represenlent les 
infiniment pelits consideres, leur somme sera 

(fe-l-f + /."+...) a". 

Or les termes etant en nombre determine, la quantite enlrc 
parentheses est une quantite finie K ; la somme cherchcc est 
doncKa'*, c'est-a-dire un infiniment petit de Tordre n, 

8. — La difference de deux infiniment petits du meme 
ordre kx*^ et kfy!^ est un infiniment petit du meme ordre 

(k — V)0L\ 

•. — Le produit d'un infiniment petit ta** par un facteur 
fini A est encore un infiniment petit du meme ordre. Car Afra'* 
ou Afc . a" est encore le produit de a" par un facteur fini At. 

to. — Le rapport de deux infiniment petits du meme 

k 
ordre fea" et fc'a" est une quantite generalement finie ,-. (Cc 

n'est que dans des cas particuliers que ce rapport prend la 
valeur %ero ou une valeur t//^ni^.) 

ii. — Un infiniment petit d'ordre h, soit fcV, peut tou- 
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jours etre neglige vis-a-vis d'un infmiment petit deTordre inr 
mediatemenl inferieur fra"'"^ Car la sommc fea^'^-f-fa" pei 
s'ecrire a"~'(fe4-fc'a). Or rinfmiment petit fc'a peut etr 
neglige vis-a-vis dc la quanlilc finie /•', et il restc tz"""*. 

Generalement, lout infinimcnt petit pcut clre neglige vis-n 
vis d'un iniiniment petit d'un ordrc inlcrieur ; comme k^a 
devant fca, par exemple, ou feV devant ta' ; elc. 

IS. — Lorsque deux variables x et y sont lices par un< 
relation telle que 

(1) y=m, 

si Ton donne a a; un accroissement ax, il en resulte pour y 
un accroissement correspondant, positif ou negatif, Ay ; el 
Ton a 

d'ou Ton deduit par soustraclion 

(2) Ay=f(x+Ax)-f{.i). 

Les accroissements ax et Ay portent le nom de differences. 

La fonction f est dite continue^ si Ton peut prendre Ax assez 
petit pour que Ay puisse etre rendu moindre que toule quan- 
titedonnee. Nousne considereronsquelesfonctions continues, 
les seules que Ton rencontre dans Ics applications. Dans cc 
cas, si AX devicnt infmiment petit, il en est en general dc 
meme de Ay ; les differences prennent alors le nom dc diffe- 
rentielles; et Ton remplace la caractcrislique A par la carac- 
teristique d. On ecrit ainsi 

(5) dy = fix-hdx) — f{x}. 

La differenlielle dy de lafonction ?/ est done faccroissement 
que /* (x) a eprouve quand on a njoule a x sa differen- 
tielle dx. 

La partie de I'analysc qui a pour objet principal la recherche 
des diflerentielles est le calcul differentlel ; et cliercher la 
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differentielled'une fonctionest ceque I'on Sippellediff^rentier 
C9Ue fonclion. 

Nous nous occuperons d'abord des fonctions d'une seule 
variable, en commengant par les fonctions explicites. 



s 



U. ~ PRINCIPES DE DIFFERENTIATION 



si- DIFFERENTIATION DES FONCTIONS EXPLICITES 

FONCTIONS EXPLICITES d'unE SEULE VARIABLE 



IS. — Divisons par ^x les deux membres de Tequalion (2) 
du numero precedent ; il viendra 

Ay^ f{x-hAx) — f(x) 

AX AX 

Si Ton fait tendre ax vers %ero^ Ay tendra aussi vers zero; 

mais le rapport ~ ne deviendra pas pour cela indetermine ; 

il tend toujours, comrae le calcul le demontrera, vers une 
limite delerminee; cette limite est encore une fonction de x^ 
qui derive dQf{x)^ etque pour cette raison onappelle/bncfiow 
derivee ou simplement dMvee^ et qu'on designc par la nota- 
tion f(x). 

On ecrit en consequence 

//\ I- ^y 1- f{x-\-Ax)—f{x) .., . . 

(4 hm. -"^ ==: hm. — LLJ. — /' j;^ 

^ ^ A^ AX ' ^ ■ 

Onvoit, d'apres celte relation, que la dMvee d^une fonc- 
lion est la limite du rapport enire V accroissement de celte 
fonclion et V accroissement de la variable^ et que, pour obtenir 
cetle derivee y il faut^ dans la fonction r(x), changer x en 
x-f-Ax, retrancher f (x) de f (x-f- Ax), diviser le reste par Ax. 
ct chercher la limite vers laquelle tend le quotient lorsque ax 
tend vers zero. 
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14. — D'un autre cote, il resulte dc la relation (4) que 

— est egal a f^(x) plus une quantite e qui tend vers zero en 

meme temps que Aa;, et qu'on peut ecrire 

AX ' ^ ' ! 

Si Ton remplace les accroissements aoj et Ay par les infi- 
niment peilts dx et dy^ e devient aussi un infiniment petit, 
que Ton peut negligcr vis-a-vis dc la quantite finie f'{x)j et 
il reste 



(5) 


1 n«). 


On en tire 




(8) 


dy f'(x)dx. 



Cette relation exprinie que la differentielle d'une fonctioii 
est egale a sa derivee , multipliee par la differentielle de la 
variable. 

La relation (5) montre que reciproquement la derivee d'une 
fonciion est eyale a sa differentielle divisee par la differen- 
tielle de la variable. 

On voit que le calcul des differentielles revient au calcul 
des derivees. 

Remarque. Lorsque la derivee est representee par -~, elle 

prend souvent Ic nom de coefficient differentiel. 

15. — La relation (4) du n"" 15 indique la marchc a siiivre 
pour trouver la derivee d'une fonction explicite de x. Mais on 
n'applique directement cclte regie qu'a trois fonctioris fon- 
dament'des :x^ (pour m entier et positif), log x, et sin x. 
A I'aide de principes faciles a etablir, on dcduit ensuilcde la 
differcntialicn de ces trois fonclions cellc dc toutos lesaulrcs. 

16. _ Soit done d'abord y = x''. Si, pour se conformer a 
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\a regie du n° 13, on change x en XH- Aa;, par suite y en 
y -+- Aj/, et qu'on developpe, on obtient 

„, m(m — 1)«,, • 

J/ -H AJ/ =a:™ H- m . x"^"^ AX -I- ' . ^^ ^ x"*"* AX* 

1 « ^ 

m(tn — 1) (rn — 2) ^ . - 

■^"iXs ^^'"^'^^^-^•••; 

les termes non ecrits contenant tons le facteur ax a des puis- 
sances superieures a la troisieme. En relranchant ccs deux 
egalites membrc a membre, et divisant ensuite par ax, on 
trouve 

-^ z= mx"*-* H v-o — " ^ ^^ 

AX 1.2 

mim — 1) (m — 2) „ , , 

•^— — r^ ^x^-'Ax^-f- ...; 

1.2.5 

les termes non ecrits contenant tous le facteur ax a des puis- 
sances superieures a la scconde. 

Aw 

Faisons tendre ax vers zero; le rapport — lendra vers h 

derivee de j/, que Ton represente habituellement par if ; tous 
les termes du second membre, a Texceplion du premier, con- 
tenant le facteur AX, tendront chacun vers zero; et, comme 
ils sont en nombre fini, leur sommc tendra ellc-mcmc vers 
zero ; il viendra done 

J/' = mx"*~^ , 
et par consequent 

dy = mx"'~* (Ix , ou (I. x'"= mx'''~Ulx , 

c'esl-a-dire que, pour differeutier x"*, il faut multiplier par 
rexposant m, diminuer ensuite cet exposaut d'vne unite^ et 
multiplier par dx. 
On tirerail ainsi, par exemple, 

de y =^ x% dy = 5 x^ dx , 

dc y=x\ dy = 9x\U\ 

et ainsi de suite. 
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!■». — Soil en second lieu 

y = logx, 

le logarithme etant pris dans un systeme quelconque. Si I'on 
change x eii x -h ^Xy el j/ en y -h aj/, il vienl 

j/-f-At/ = log(x-+-Ax), 

et, en relranchanl membre a mcmbre el divisant ensuite 
par ^x>, 



'»<' -f ) 



At/ log(xH-Aa?) — logx _ 

^X AX "" ^ AX * 

Si Ton faisait tendre immediatement ax vers zero, le nu- 
merateur tendrait vers log 1, qui est aussi cgal a zero. Pour 
eviter la forme f , on peut faire decroitre ax de telle maniere 
qu'il soil toujours une partie aliquote de la quantite x, qu'on 
ne fait pas varier dans ce calcul; c'est-a-dire qu'on peut poser 

Ax = — , m etant un nombre que Ion pourra faire croitre in- 

definiment. On aura ainsi 



Ay 



iog(i-f-^)_iog(i-f-iy 



AX X AX 

m 



Si maintenant, pour faire tendre ax vers zero, on fait ten- 
dre m vers I'infini, le numerateur du second membre tend 

vers la limite du logarithme de ( 1 H — J pour m infini, ou, 

ce qui revient au meme, vers le logarithme de la limite de 

I -\ I .Or, on demontre en algebre (*) que celle limite 

Voy. I'Appendico. 
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est Ic noinbrc 

e?=2,718281828..., 

base des logarithmes neperiens; il viendra done 

lim . -^ = y' = —2— , d ou ay = logd . — , 



OU 



dAogx = \oge. — . 

Si les logarithmes elaienl neperiens, log^ serait egal a 
Tunite, et Ton aurait simplement 

J dx 
^ X 

Remarque. Pour cetle raison, ou donne a Texpression — le 

nom de differ entielle logarithmique de x. 

18. — Soil enfin y = s'\nx. On en tire 

y H- Ay = sin {x H- Ax) , 

et 

Aj/ sin(x-f- Aj;) — sinx 

^x ^x 

Si Ton faisait tendre immediatement ^x vers zero, le second 
membre prendrait la forme ®. Pour Teviler, on Iransforme, 
au numerateur, la difference des deux sinus en un produit, 
conformement a la formule 



iiuie 

:2sin J (v — q). cos ^ (p-hq), 



sin p — sin ^ : 
on obtient ainsi 

Ay 2 sin J ax . cos (x ■+- * ax) 



AX AX' 
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ce qu'on peul ecrirc 

AW sin J Ao; / . i x 

— = —7-^ — . COS (x-h^ ax) . 

AX I AX \ t / 

Si maintcnant on fait tendre ax vers zero, le rapport 
—r-^ — entre le sinus et I'arc lend vers Tunilc; et Ic second 

I AX 

facteur tend vers cos x. II vienl done 



mil . 
OU 



lim .— = !/' = COS X, d'ou dt/ = cosxdx, 

AX 



d. sinx = cosxdx. 

19. — Nous aliens maintenant exposer les principes qui 
permettent de ramencr la differentiation d'une fonction cx- 
plicite quelconque de x a celle des trois fonclions fondamen- 
tales que nous venons d'etudier. 

I. La differentielle (Vune constante est nulle. Gar si ron a 
j/=iC, la lettre C designant une constante, on aura encore, 
en changeanl x en x M- ax, et y en y -f- aj/, 

d'ou il resulte At/ = 0; et, parconsequent,ala limite, dj/=0; 

ce qu'il fallait etablir. 

d\i 
Remarque. On en deduit aussi -j- = 0, ou f (x) =: 0; c'est- 

a-dire que laderiv^e d'une constante est nnlle. 

«o. — 11. La differentielle de la somme ou de Indiffe- 
rence de deux fonctions est egale a la somme ou a la diffe- 
rence des differentielles de ces fonctions. Car si Ton a 

u eiv designant deux fonclions dex, quand on changcrax 
en X -f- AX, u dcviendra u -f- Af/, v deviendra v -\- Ar, ct y se 
changera en j/4- Aj/. On aura done 

y -f- At/ = (u -f- A//) d= (v H- At') . 
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En retranchant ces deux egalites membre a membre, on 
obtient 



AJ/ = AM It AV , 

et, a la limite, 

dy^=du±dv. 

Si, par exemple, on avail 

on en deduirait 

dy=mx^~^dX'\-cosxdx, 

Ce principe s'etendrait sans difliculte a la somme algebrique 
d'un nombre queiconque de fonctions. 

«t. — III. La differ entielle logarithmique d'unproduit de 
plusieurs fonctions est egale a la somme des differentielles 
logarithmiques de ces fonctions. Soil par exemple 

(1) y = nvw, 

t/, r, w etant des fonctions de x. En prenant les logarithmes 
neperiens des deux membres, on aura 

loi,^' J/ =: log' f( -f- log' V -f- log' M^ 

et, par consequent, en verlu du principe If, 

,^> dii du dv dw 

^ ' y u V \v 

ce qu'il s'agissait de demonlror. 

Remarques. l"" Si Ton multiplie membre a membre les deux 
relations (1) et (2), on oblicnt 

* (5) dy = vw du -j- uw dv -h uv dw ; 

cc qui montre que la differentielle d'lin produit peiUetre obfe- 
nue en multipliant la differentielle de chaque facteur par le 



1 
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produit de tous les antres, et faisant la somme des resultdi^ 
Si, par exemple, on avail 

j/^nx"*. logx. sinx, 

on en deduirait 

lofif^ 
dy i==logaj . sin iD . mx^'^rfx-f-x" sin X. --^ dx -I- x* . logx . cosxdt. 

2° Si run des facteurs est constant^ on obtieni la differen- 
tielle cherchie en multipliant le facteiir constant par la diffe- 
rentielle du produit des facteurs variables. Car si n est con- 
stant, du est nul, et la relation (5) devient 

dy:=^uwdv-huvdw^^u(wdv-{-vdw} ; 

or wdv-\-vdw est la differen tielle du produit vtc. 
Si, par exemple, on avail 

on en deduirait 

J/ = 4 5 x\ log' xdx-\-x^ .- dx 

ou 

rfj/ = 4x^(1 +51og'x)dx. 

««. — IV. La differentielle logarithnique du quotient de 
deux fonctions est eijale a la differentielle logarithmique 
du dividende , moins la differentielle logarithmique du divi- 
seur. Car si Ton a 

(I) y=-r 

on en deduit yv=u^ ct, en verlu du principc precedent, 

,^, du dv du 1, , du du dv 

2) -^ H = — d ou — = ; 

^ ^ y V u y u V 

ce qu'il s*agissait d'etablir. 



X 
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Remarques. 1° Si I'on multiplie membre a membre Ics rela- 
tions (1) ct (2), on oblient 

,^, , du udv vdu — udv 

c'est-a-dire, que pour obtenir la differentielle d'un quotient, 
il faul multiplier le denominateurpar ladiff&entielle du numi- 
rateur^ retrancher de ce produit celui du num&ateur par la 
differentielle du denominatenr^ et diviser le r^sultat par le 
carre du dinominateur , 
Si, par exemple, on avail 

y = -= — > 

on en deduirait 

sin x.2x dx — x'^ cosxdx x (2 sin x — oleosa:) dx 



d\i = 



sin*x sin*x 



2'' Si le denominaleur v est constant, dv est nul, et il reste 

, du 
dy = — ; 

c'est-a-dirc que, pour avoir la differentielle du quotient, il suf- 
fit de differentier le numerateur et d'dcrire au-dessous le 
denominateur constant, 

.. . sina; , ., , cosxdx 

ximsi y =: — p— dannerait dy = — ^^^ — . 

d"* Si le numerateur u est constant, da est nul, et il reste 

udv 



dy = — 
Si, par cxcmplc, on avait 



V' 



5 



^'=x^ 
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on eh deduirait 

, • 5 . 2 xdx . « dx 

S3. — Fonctions de fonctions, II peul arriver que t/, ao 
lieu d'etre directement fonclioii de x, soit fonction d'une varia- 
ble inlermediaire m, qui est elle-meme fonction de x, et qu'oo 
ait, parexemple, yz=:f{u)^ avcc iiz=<^[x). On dit alors quey 
est une fonction de fonction. Si x varie dc ax, u variera de ^v, 
et y variera de Mj, Or on a identiquement 



et a la limite 



AJ/ _ AJ/ Ml 
AX~ AU' AX* 



dy dy du 

dx du ' dx ' 



ce qui exprime que la de'rivee de y par rapport h x est e'gale h 
la derivee de y par rapport a la fonction interme'diaire u, mul- 
tipliee par la derivee de u par rapport a x. En multipliant par 
rfx, on obtient la differentielle de j/. 
Si, par exemple, on a 

y=:\ogu avec ?^=x'", 



on en deduit 






dy 


log e ,„ . loff e. m x^~* 


mlog^ 


dx 


in U/ i— „. — 

u x"' 


X 


et par suite 


i , dx 
dy mlog^. — . 

X 





fe4. — Au lieu d'une fonction inlermediaire, il pourrait y 
en avoir plusieurs. On pent avoir, par exenq)lc, j/:=:f(«f)', 
avecw=9(v) o[v:=6{x). 
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Si X varie de ax, v variera de At; ; par suite, u variera 
de AUy eiy de At/. Or, on a idcntiquement 

Ay _ At/ AU AV 
AX AM * Av' Ax' 

et a ta limite 

dy dy du dv 

dx da dv' dx' 

c*est-a-dire que, pour obtenir la deriyee det/ par rapport a x, 
il faut prendre la derivee de y par rapport a m, la multiplier 
par la derivee de u par rapport a r, et par la derivee de v par 
rapport a x. 

En multipliant ensuite par dx, on obliendra la differentielle 
de V. 

Si I'on a, par exemple 

j/=logw, ti=v"', D=i:sinx, 

on en deduira 

dv loge „. , m loo[e .(sinx)'"~^cosx 

-;" = -^ . m v""^' . cosx= — }-. — !- , 

dx u (sinx)"* 



d^ou 

, mloff^.cosxrfx , , J 

dii = — 2-; = ?Ml0ff^ . cotxrfx. 

•^ sinx ^ 

us. — U peut arriver encore que y ci X soient tons deux 

fonclions d'une troisieme variable a, et qu'on ait, par exem* 
pie, j/=9(a) avecx='J^(a). 

Si a varie de Aa , x variera de ax , et y de At/. Or on a 
identiquement 

/Aj/\ fdy 

Ay \\oiJ X ^ I r •. dy \dx^ 
AX /axV dx /dx\ 

A(xl \dcf. 
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c'est-a-dire que, pour obtenir alors la dcrivee det/ par rapport 
a X, il faut prendre la ddrivee de y par rapport il Xj etk 
diviser par la derivee de \par rapport a ol. 

Celte derivee est exprimee en fonction de a ; on robiien- 
drait en Fonction dex, en mettant pour a sa valeur en a: tim 
de la relation x=^(a). 

En multipliant ensuite par dx, on aurait la differcnitelk 
det/. 

Si, par exemple, on a 

^Ap=sina et x=koL, 
on en tire ^ 

dy ^ dx , ., . dy cos a 

-^ = cosa et -j-z=k. d ou -^^ = — 7— . 
da aa ' dx k 

Mais on a «=?: ; on peut done ecrire 

K 
X 

dy k ^ ... ^ dx 

-7^ = , , et par suite aj/=:cosr.-r-- 



FONCTIONS EXPLIGITES DE PLUSIEURS VARIABLES 

«6. — Considerons !a fonction 

(1) z=f{u,v), 

dans laquelle u ety sont des variables indepcndantes quelcon- 
ques. On peut d'abord ne faire varier qiie Tune des variables 
independantesj ct changer par exemplew em/ -f-dw, ^axegai;; 
dant V comme constant. La variation infiniment petite que 
^yj^^ subit alors la fonction { est cejue Ton appelle sa differentielk 
partiellefrhefeir rapport a u» Elle est egalc a la derivee par- 
tielle de /' prise par rapport a ?/, multipliee par da (14). On 
represente cette derivee partiellc dc deux maniercs : soit par 

la notation /'a(M, v), soit par la notation y- , dans laquelle 
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il ne faut pas voir un quotient, mais unc simple maniere 
d'ecrire la derivee. L'accroi^sementinfiniment petit que prend ^ 
f{u^v) quandon fait croitre m de du peut done s'ecrire 

f'u {u,v) , du ou -p . du. 

De meme, si Ton regardait u comme constant, et que Ton 
fit varier v de dv, la fonction f{u^v) varierait d'une quantite 
infiniment petite qui serait sa differenlielle partieile prise par 
rapport a v, et qui aurait pour valeur 

f\[u^v)dv ou -p.dy, 

I'une quelconque des notations f\(u^v) ou -p representant la 

derivee partieile de la fonction par rapport a v. 

«*. — Supposons maintenant que Ton fassc varier a lafois 
u et V, Tun de du et Taulre de di\ la fonction z variera d'une 
quantite inflniment petite dz, que I'onappelle sa differenlielle 
totale^ et qui a pour valeur 

dz=f{u -i- du, V -h dv) — /■(?/, v) . 

Or, on ne troublera pas cetle valeur en retranchant et 
ajoutant a la fois la quantite f{u^ v-\-dv) ; on peut done ecrire 

(2) dz=f{u-\-du,v -h dv)-'f(u^v-\-dv)-\-f{u,V'^dv} — f{u^v), 

Mais Tensemble des deux premiers termes du second meni- 
bre n'est autre chose que la differenlielle partieile de la fonc- 
tion f (u, V -\-dv) prise par rapport a m, oula differenlielle par- 
tieile par rapport a u de la fonction /' (w, r), puisque dv est 
aussi voisin de zero qu'on le voudra et disparait devant la quan- 
tite finie V ; I'ensemble de ces deux termes peut done s'ecrire 

f^(u,v).du ou -p. du, 

Dememe, i'ensemble des deux derniers termes n'est autre 

2 
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chose que la differentielle partielle de f(Uy v) prise par rap- 
port ay; ils peuvent done s'ecrire 

f\{u,v)dv ou -£*dv. 

On a done enfin 

(3) dz=f\^ (m, v) (hi •+■ f, (u, v) dv, 
ou 

(4) dz=z-J-. du-h-r-. dv; 
' du dv 

ce qui revient a dire que la differentielle iotale est la somnie 
des differentielles partielles, 

«8. — Supposons que Ton ait 

(5) z=f(u,v,w), 

u^VjW designant trois variables independantes quelconques. 
Si Ton fait varier Tune d'elles seulement, etqu'ou fassc croi- 
Irc u de du par exemple, la fonction variera d'une quanlite 
infinimenl petite qui sera sa differentielle partielle par rap- 
port a M, et que Ton pourra ecrire 

f^ (w, V, tv) . du ou -J- .du. 

De memepour les autres variables. 

Si on les fait varier toutes les trois, et que m, v. w croissent 
respectivement de rfw, dr, dw^ la fonction z variera d'une 
quantite infiniment petite ds, qui sera sa differentielle totale, 
ctTon aura 

dz^=: /*(u •+■ rfw, V -4- dy , w -h- dw) — /' (u, Vj w) ; 

mais cette relation peut s'ecrire 

dz = f{a-{-du^ v-{-dv^ w-i-dw) — /"(u, v-hdv^w-hdw) 
H- f {Uf v-\-di\io-h dw) — f (m, r, w -4- dw) 
-hf(u^v^w-h dw) — f (w, V, tv) . 



IRINCIPES I)E DIFFERENTLVTION. 19 

Or la premiere ligne du second membrc est la differeutiellc 
partielle de ({u^v + ^Vj tv ■+- aw) prise par rapport a u, ou, 
ce qui revienl au meme , la differentielle partielle de 
f(u^VjW)j puisque dv et dw sont aussi Yoisias de zero 
qu'on le voudra, et disparaissent devant les quantites li- 
nies V et w. De meme, la seconde ligne est la differentielle 
partielle de /"(u, v, w-{-dw)y par rapport a v, ou, ce qui re- 
vient au meme, la differentielle partielle de /*(m, v, w), puis- 
que dw est aussi voisin de zero qu on le ?oudra et disparait 
devant ii;. Enfin la troisierae ligne est la differentielle par- 
tielle de f{Uy Vy w) par rapport a u;. On a done 

(Q) dz = f'u{UyV,w) du-hf'vi^jVyW) dv -!-/''„, (u,y, u^jrfu;, 

ou 

(7) dz = fdu^'^dv^^dw; 

du dv dw 

ce qui signifie encore que la differentielle totale est e(jale a la 
somme des differentielles partielles, 

Ce principe pourrait etre etendu de la memo manioi e a une 
fonction d'un nombre quelconque de variables indepen- 
dantes. 



FONCTIONS COMPOSEES 



te. — Reprenons I'equation 

z = f(n^ v). 

Aulieu de regarder u eiv comme des variables indepen- 
dantes, supposons-les toutes deux fonctions d'unc meme va- 
riable X-t la fonction z sera alors ce que Ton appelle une 
fonction compos^e dex. Or celle suj>position nc changera 
riena la demonstration du n** 27; on aura done encore 

dzz= /\(u, v) du-hf\,{ny v) dv. 
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Mais ueiv etant dcs fonctionsdex, on a alors 

du = u*dXj et dv = v^dXj 

u' et v' designant les derivees de u et de v par rapport kx.On 
aura done 

dz=:f\ (w, v) u' dx H- {\{u^ v)v'dx, 
et, en divisant par dx^ 

dz 

ce que Ton peul aussi ecrire 

dz df , df , 
dx du' dv' ' 

c est-a-dire, en vertu du principe sur la differentiation des 
fonctioris de fonctions (23), que laderivee d^unefonction com- 
posee f (u, v) est lasomme de ses derivees partielles par rap- 
port Au et ci Vy obtenues en regardant snccessivement u et 
V comme des fonctions de x. 

On arriverait a une conclusion analogue pour la fonction 
z = f[u^ V, w)y si M, V et IV etaient des fonctions d'une 
'meme variable jj, c'est-a-dire qu*on aurait 

dr 

^=fn{u, V, w) . u' -f- /\ (m, V, w) . 1/ H- f,, (M, V, w) . w'; 

ce qu'on pout ecrire aussi 

dz df , df , df , 



dx du ' dv div 
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§ 2. - DIFFERCNTIATION DES F0NCTI0N8 IMPLICITE8 

SO. — Gonsiderons d'abord Inequation 

(1) f{^,y)=o, 

dans laquelle t/ est dite fonction implicite de x. Si x vane 
de dXy y variera d'une quantite correspondantc dy liee a dx 
par la relation 

fix-^dx, y'^dy) = 0, 

et, en retranchant ces denx relations membre a membre, on 
obtient 

[{x-hdx, y-{'dy) — f(x,y) = 0; 

ce qui signifie que la differentiolle totale de la fonction f est 
constamment nulle. Or, d'apresce qu'on a vu au n'*29, cette 
propriete pent s'ecrire 

(2) f's{x,y)A-hf'y{x,y).y'z=Q, 

ou 

attendu que x est une fonction de x dont la derivec est 1, et 
que y est une fonction de x dont la derivee est y'. On tire 
de la 

c'est-a-dire quo, pour obtenir la derivee d\ine {onctlon impli' 
cite de x, exprimeepar V equation i (x, y) = 0, il faut pren- 
dre la derivee partielle du premier membre par rapport a x, 
la diviser par la derivee partielle par rapport a y, et changer 
le signe du resultat. 
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Soil, par excmple, I'equalion 

if — 3 axy -h a:' = , 
on trouvera 

r. (^5 !/) = — 5 (^y - a;*) , r,, (JC,y) = o iy' — ax) , 

et par suite 

, «J/ — ^' 
'^ 1/* — ax 

31. — Remarque. Lorsque la relation entre x ci y se pre- 
sente sous la forme 9 (y) ===(]; (a:), dans laquelle ces variables 
sont separees, Tapplication de la regie precedente donne 

d'oii Ton lire 

o'{y)(hj='Y{x)dx; 

c'est-a-dire que quand les variables x ^^ y sont separees^ la 
differentielle du premier inembre est egale a la diffirentielle 
dll second; ce qu'on aurail pu prevoir, car pour que deux 
fonctions de variables differentes soient constamment egales, 
il faut que leurs accroissements infiniment petits simultanes 
soient egnux.. 

3«. — Les regies qui precedent permettent de generaliser 
facilement le principe sur la differentiation de la fonction x'^^ 
en I'etendant au cas de m fractionnaire 011 negatif. 

I. En effet, soit d*abord 

p 

p et q etant deux nombres enliers. En elevant les deux mem- 
bres a la puissance ^, on oblient 

y^ r=r. x^ 
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et, par consequent, en vertu de la remarque ci-dessus (3i), 



d'ou 



dy p x^^ __ p x^\y 

d'x~q'^'^~(l' y^ ' 



ou 



dy ^p x^~Kx^ __ p P- 1 
dx~^ q' x^ ^ q' ' 



ce qui revient a la regie du ii° 16. 
Si, par exemple on a, 



y = x\ 



on en deduira 



5 L 



?/= 2^'- 



Si Ton a 



on en deduira 



y=\x = x' , 



, 1 -! i 



II. Soil mainlenant 

11 = .r" "" : 
on en tire 

j/x*" —1=0, 

et, en appliquant la re^^le exprimee par reqnalion (2) dii 
II" oO, 
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d'ou 

tf z= — m- = — m . — = — mx'"^"^ : 

^ X X 

ce qui revient encore a la regie du n** 16. 
' Si, par exemple, on a 

— i 1 —1 

y = x *, on en tire j/' = — ^x *. 

Si Ton a 

1 1 

i/z=-=ic"\ on en lire i/' = — aj~* = =. 

^ X x^ 

33. — Soil maintenant la relation /*(x, j/,5) = 0, dans la- 
quelle z est une fonction implicite des deux variables x et y, 
S\ X ei y varient respectivement de dx et Ae dy, z variera 
d'une quantite correspondante dz liee a djj et a dj/, par la 
relation 

f{X'i'dx,y'hdy,Z'^dz) = 0. 

En retranchant les deux relations membre a membre, on 
aura done 

f(x-h'dx,y'+-dy,z-^dy) — f{x,y,z)=0\ 

ce qui exprime que la differenlielle totale de la fonction f est 
constamment nulle. 

Or, d'apres ce qu'on a vu au n"* 28, cetlc propriete est ex- 
primee par la relation 

-J- dx -\- J- dy -+- J- dz = 0. 
dx dy ^ dz 

(II faut bien se rappeler que les notations -y-, -p, -J- nerepre- 

senlent pas des quotients, mais bien les dorivees particUes de 
la fonction f(x^y,z)^ par rapport a a?, a y et a:^). La relation 
ci-(lcssus exprime done que la somme des differentielles par- 
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tielles de la fonction f (x, y, z),pflr rapport aux trots variables 
est egaleazSro, 

On demontrerait de meme que si Ton avail f(x, j/, z^ l)=0^ 
on en pourrait deduire 

ax ay ^ d% at 



UI. - APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION 
AUX FONCTIONS LES PLUS USITfiES 

S4. — Fonctions algibriqties rationnelles. Lesfonctions que 
Ton rencontre le plus souvent sont les fonctions algebriques 
entieres, telles que 

(1) • i/=Aa;" + Bjc'»-* + Ci;"-*...H-Ta;-i-U. 

La differentielle d'une somme etant iasomme des differcn- 
tiellesde ses parlies (20), ilfaut, pour obtenir la differentielle 
de J/, differentier successivement chacun des lernies du second 
membre. Or, chacun de ces termes est le produit d'un facteur 
constant par une puissance de a; ; sa differentielle s'obtient 
done (21, 2^") en multipliant le facteur constant par la diffe- 
rentielle du facteur variable. Or, celui-ci etant une puissance 
de aj, on obtient sa differentielle en multipliant par I'exposant 
de JD, diminuant cet exposant d'une unite et introduisant le 
facteur dx (16). En appliquant ces divers principes, on aura 
done 

dy = [mAx'"-'+ (m — 1 ) Bx""^ -i- (m — 2) CJJ"'-^ . . + T] dj; ; 

le terme U disparait, attendu que la differentielle d'une con- 
stante est nulle (19). 
Si Ton a, par exemple, 
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on trouvera 

dy=(^x^ — 6x' — 2x^ -^ X — i) dx. 

35. — Apres les fonctions algebriques entieres, cclles qu'on 
rencontre le plus souvent sont les fractions algebriques ; leur 
(lifferentielle s'obtient en appliquant la regie donnec au n** 22 
(Rem. 1"*) pour la differentiation d'un quotient. 

Si Ton a, par exemple, 

.. x^ — bx-hQ 

on obtiendra successivement 

^^ {x^ — ix-hiy 

__ {x^ — iX'\-i){'ix — b) — {x' — bx-^6){2x — i) 
■~ [x^ — ix-i-iY 

— ^* — 4a; -1-4 . 

on 

(^) "J = (7^- 

Dans cot exemple il y a une yerification facile : les deux 
termcs de la fraction (1) proposee admettont lo facleuro* — 2; 
si on le supprime, il reste 



!l = 



X — o 



X 



^'•r 



En appliquant la rej^^le dc dilTerenliation d'un quotient, on 
obtient 

(x-~2)(/(x'-5) — (x— o)rf(.x— 2) _ (j-2)^(j;-5) 
^^^" [x-^^lY ~ (a: -2)* ^^ 
dx 

~ (x—iy 

commo pins haul. 



1 
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s«. — Fdnctions alg^briq^ies irrationnelles. La regie pour 
la differentiation d'un radical du second dcgrc pent etre faci- 
Icment etablie. Supposons, parexemple, que Ton ait 



Posons 



y=\' ax*-hbx-\-c. 



u=:ax'-hbx-\-c, 



il viendra 



1 

,2 



et, en differenliant y comme une fonction dc fonction (25), 

1 -^ , du l^ax-i-b) (Ix 
dy = -u ^- du= -iy-r=— 



- V'^ 2 \/ax^-hbx-hc 

c'esl-a-dirc^que, pour obtenir la differentielle d^un radical du 
second degrS^ il faut prendre la differentielle de la quantite 
placee sous le radical, et la diviser par le dotd)le du radical, 

3». — On suit une marchc analogue pour differcnticr un 
radical d'indice quelconque. Soit 



_ I 



u etant une fonction de x. On en tircra (52) 

1 j _ . I du (Ju 



dy =- u'' du 



I — 1 



n n ,/' ~ - , .« .,/(-i 



d'ou il serait facile dc deduirc une regie. 
Soit, par exemple, 



y := y/ ax^ -f- hx* -hcx-hd ^ 
on trouvera 

(5 ax- -4- 2 /;x -f- c) dx 



dy = 



7. 5 



) \/ {ax^^ -f- bx^ -i-cx-i- d)' 
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38. — Oil peut rencontrer des expressions dans lesquelles 
les radicaux sont meles a des fonclions lationnelles , cnlieres 
ou fractionnaires. 

Soit, comme exemple, 

_ (i-f-2x^)v/l^r^« 



En appliquant d'abord la regie pour la differentiation d^ 

quotient, apres avoir mis en facteur =r. on trouvera 

5 



un 



^ 3 -^ 

ou , en effectuant les differentiations indiquees au numera- 
teur, 

r4a;^Ti:?_il+|^]_(i+2x')v'r:F*.3x' 



X^ 



Supprimant Ic facteur a;^ conimun aux deux termcs, et mul- 
tipliant ensuite ces deux termes par yj \ — ^r*, il vicnt 

i x[4x{i^ x')-{l-^2x')x] -5('l+2^')(i-x^) 

Effectuant les calculs au numerateur, et rcduisant, on 
trouve en fin 

dx 
dii = — — : 

On trouvera de meme que 



V'l — x^ 



_ i8x'-i-4x*-h'5)s^!x'-'i 

donne par la differcnliation 

dx 
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S9. — Fonctions exponentielles et logarithmiques. Soil 
maintenant a differentier la fonction cxponentiellc 

La methode la plus simple consiste a prendre d'abord les 
logarithmes des deux membres et a ecrire 

\ogy=x\oga. 

Les variables etant separees, on pent (31) egaler les dilfe- 
rentielles des deux membres, et ecrire (17) en consequence 



— 2 — ^ = loorfl . ax , 

y 



d'ou 



-^- z=: r-^,yz=j-^-.a'', d'ou d\i =^ -r^ a^ dx , 
dx loge? ^ logd ^ log^ 



Ainsi, pour obtenir la derivee de a% il suffit de multiplier 

lo^fl 
par le facleur constant ,-^-. 
^ log e 

Si Ton avait a=e^ il viendrait 

. d\i 
11=: e'' el -j'-z=e\ 
^ dx 

Ainsi la fonction e"" jouit de cette propriete qu'clle est cgale 
a sa derivee. 

40. — L'exponentielle 11=^ a~' peut etre ramenee a la pre- 
cedentc en posant — ^=?^* d'ou da=^ — dx. On a alors 



!/ = «"; 



par suite 



•^ lose log<? 
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Si a elait ei'al a e, ou aurait 

•^ dx 

ainsi la fonction e~^ est egale et de signe contraire a sa deri- 
vee. 

41. — On peut avoir en exposant le produit de x par line 
constante. Soil, par exemple, y = a^'\ On posera u=mXy 
d'ou du=mdx. On aura alors 

log e log e 

On trouverait de meme que j/ = a~'"^ donnepar la differen- 
tiation 

dy =1 — r-^- fl-"'^ mrfx'. 
^ log^ 

On rencontre souvcnt des expressions de la lorme 

On en lire, en appliquant les regies precedentes, 

dy=m (Xe'"' —Be-'^)dx. 

4«. — On a vu au n"" 17 comment on difierenlie le loga- 
rithme de oj; mais on peut avoir a differentier lelogarithme 
d'une fonction dea;, par exemple, 

y = log' {x -f- )Jl -h x^) . 
On posera 

n = x-i-\\TJ\ d'ou du = l^-^-===A(l^. 

\ \ I -h X / 
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on aura alors 

In — r^^W/x 



ou 



j/=:log'w, dou dy = — =z^ '- 

^ X 4- V 1 + x' 



, ( V 1 + X* + x) dx dx 

dy = — ^^^^ ^ — 



(x 4- Vl-f-x^) \/l +x' V 1 +^'* 

4S. — On pourrait etre embarrasse pour differenlier la 
fonction y z^x"^. II suffit pour cela de prendre les logarithmes 
neperiens des deux membres, ce qui donne 

log'i/ = x log' X. 

Les variables etant separees, on peut egaler Ics differcniielles 
des deux membres (3i), et Ton trouve 

-^ zz= ( log' X H- X . - J f/x = ( 1 -h log'x) dx ; 

d'ou 

rfj/ = t/ (1 -|-log'x)rfx = x^(l -hlog'x)^/x. 

44. — Fonctions circul aires. On a vu (18) que la differcn- 
tielle de sin x est cos x rfx. 

Soit mainlenant y = cos x. Pour differenlier cette fonc- 
tion, on pourrait suivre unc marche analogue a cellc du 
n^ 18; mais il est plus simple d'operer de la manierc sui- 
vanle. Posons 



x=^ — Uj d*ou u=^'^ — X, ct du = — dx. 



Nous aurons 



?/ z= cos ( ^ — u] =^ Slil ?/, 
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ct par consequent 

dy = cos w du ::=cos ( ^ — x\. ( — dx) = — sin ic dx. 

Soil y = tang x. On pourra ecrire 

sin X 



y = 



cos X 



ct, en appliquant la regie pour la differentiation d'un quo- 
tient (22) , on trouvera 

, cosoj.dsinx — sinir.dcosa? cos* a? 4- sin* x , 

dw= r = ax 

^ cos'oj cos*ir 

dx 



cos*aj 



Soit de meme y = coix; on ecrira 

cos x 
^ sin a; 

d'ou 

, sinj:^.dcos x — coso^dsin^ — sin-^ — cos* a; , 

dy = 7-z = ^-z dx 

•^ sin* X sivr x 

dx 



sin*jj 



45. — La secantc el la cosecante sont rarement employees; 
mais la differentiation de ces fonctions n'offrirait aucune dif- 
ficulte. Soit, par exemple, 

1 

w =zz sec X = . 

'^ cos X 

On posera 

w=cosaj, d'ou du = — sinxdx. 

On aura alors 

!/=- = ?*; 
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... - • • 

et par consequent 



ou bien 



dy = — M-''du= r, 



, sinxdx 
^ cos* X 



Pour j/ = cosecir, on Irouverait 

, cos X dx 

dti = r-5 . 

"^ sm' X 

46. — Aulieii des fonctions circulaires direcles dont nous 
venons de parler, on pent avoir affaire aux fonctions circu- 
laires inverses. 

Soit, par exemple, 

y -j=z arc . sin jc ; 

on en deduira d'abord 

x = s\x\yy d'ou dx= cosi/rfj/, 
ou 



dx = Y^l — sin'i/ .dy = \Jl — x^ ,dy\ 
d'ou 

J dx 

dy = 



v/1 — a;* 
Soit, en second heu, 

y = arc . cos x ; 
on en deduira 

jc = cos J/ , 
d'ou 



dx = — sin ydy= — y I — cos^ V -dy^ 
ou 



dx = — V i — '^' ' ^'j/ ' 
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d'ou 

, dx 

yjl — X^ 

differenlielle dont la forme ne differe de la precedenle que 
par le signe. 
Soil encore 

y z= arc tang x ; 

on en deduit 

x = lang y ; 



d'ou 



ou 



d*ou 



da; = — ^ = (1 -I- lang^ J/) dj/, 



dx^{i -f-a;-)dj/, 



, dx 

dy — 



\ -HJC^ 



Soitenfin 



on en deduit 



j/i=arc cotx ; 



X =^ cot J/. 



d'ou 



ou 



d'ou 



dx = ^-4- = — ( i H- col' ?/) . dy; 



dx z= — (1 -H x^) dy J 



. dx 

dy = - 



1-H X^^ 



differenliellc dont la forme ne differe de la precedente que 
par le signe. 
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49. — On peui renconlrer des fonctions analogues aux 
prccedentes (45, 46), mais dans lesquellesx est multiplie 
par un facteur constant. 

Soit, par exemple, 

y = sin mx ; 

dapres la regie de la difierentiation des fonctions de fonc- 
tions (23), ou, en prenant wx pour variable, on trouvera 

dy = cos mx , dmx = m cos mx dx ; 

e est a-dire qu'il faut operer comme au n*" 45, el multiplier 
le resultat par m. 
Soil de meme 

M = arc sin - ; 
en appliquant les memos regies, on trouvera 



(/ . - dx 

J (I tt 

dy = 



dx 



0-:^ 0-- -•-'■ 

On trouvera semblablement que 



donne 



el que 



donne 



y = tang mx 



, mdx 

dy = — ; , 

cos* mx 



X 

\i =z arc lani( - 



d . , 

, a ad. I 

dy= — 



X"* a- -h X- 
1 -+- 



o' 



JL ^ 
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48. — Enfin les fonctions circulaires peuvent se Irouver 
melees a vecdesfonctionsalgebriques ou logarithmiques. Nous 
en donnerons deux exemples. 

Soit d'abord 

y = C — log' col "5 X. 

Posons 

\x-=zVy el cott;.= M; 
il viendra 

j/ = c — log'M; 



par consequent 






, Am 

an — ; 


Uiais 






, (Iv 

du = 7-^— , 

sin- V 



ct 

dv =i\ dx\ 

il viendra done, en substituant 



-|dx 



, sin* ^x dx dx 

dy = — — — 



cot. Y^ 2 sin I X cos f x sin x' 
Soit, en second lieu, 

2/ = R arc . cos M — ) — \J'2l\x — x-. 
Posons 



A = Rarc cos ( 1 " g ) ' '^ = 1 "" IT 5 ^ = \/ 2l\x — x'-, 

il viendra 

J/ = A — B , d'ou dy = rfA — rfB ; 
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A=R arc cos u, d*ou 



da dx 

rfA=— R 



^'- \/<-('-i) 



ou 



Rrfx 
rfA= -= 



et 



r/B 



V2Rx-x' 



2 V 2^Rlc^^ ~ v^2Rx — X* ' 



par consequent 



dy 



sl'i^x-x' v/2Rjc— a;' V2a — .r 

On peul, a I'aide des regies ci-dessus etablies, differentier de 
meme toules les fonctions d*une variable. 

49. — Les fonclions composees peuvent loujours etre dif- 
ferenliecs diroctementcomme des fonctions dela variable in- 
dependanle x, et il y a rarement avantage a appliquer la regie 
du n"* 29, qui nous a servi surtout a elablir la melhode de 
differentiation des fonctions impliciles. Cependant, pour com- 
pleter ce que nous avons a dire sur ce sujet, nous traiterons 
un exemple de fonclion composeo. 

Soit 



V 



(1) z = uyji—v'^-=f{u,v), 

relation dans laquelle on suppose w=^^ eti; = sina::. 
On aurad'abord 



df I-. , V 

du ^ M* 


ct 


df 
dv 


— nv V 


kT'v' W 
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Par consequent 



(2) dz=(s/i~v^-^^du 



tw 4 . 

+--]dv. 



V '1 — V* u 



Ce resultat pent etre facilement verifie. Si Ton y met pour 
u et V leurs valeurs, en rcmarquanl que, 

dii^=e^dx el dv = cosxdx,, 
on trouve 

, / &mx\ ,, fe^'smx 1\ , 

dz = ( cosa: ^r- e dx — h -; ) co&xdx; 

\ r^ / \ cos-T e^J 

ce qu'on pent ecrire 

(3) dz=^ (e' cos X — ^"^ sin j: — e* sin x — e"^ cos x) dx. 

* Or si dans la relation (1) on met pour n et v leurs valeurs, 
on a 

;5 = ^"^ cos 0!^ 4- ^"^ sin J*, 

et si Ton differentie directement , en appliquant les regies 
pour la differentiation d'une somme el d'un produit, on re- 
tombe sur le resultat exprime par la relation (5). 



IV. — DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS 

§ I. — FONCTIONS EXPLICITES D'UNE VARIABLE 

SO. — La derivee d'une fonction dc x etant elle-meme unc 
fonction de .r, on pent en prendre la derivee ; on obticntainsi 
ce que I'on appelle la derivee seconde dc la fonction. La deri- 
vee premiere etant representee par f {x) ou par j/', on repre- 
sente de meme la derivee seconde par /'" (x) ou par y". 

Cette seconde derivee etant encore uno fonction de x, on 
pent en prendre la derivee ; ot I'on obtient ce que Ton appelle 
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la derived troisiemCj que Ton represente par /''" (x) on 
par y"\ 

En prenant la deriyee de la deriyee troisieme, on obtiendrail 
la dmvee quatridme, que Ton representerait par f" (x) ou 
par y^"^ et ainside suite. 

51. — Mais on emploie encore, pour represenler ccs deri- 
vees successives, une autre notation qu'ilfautconnaitre. 
On a YU (14) que la derivee premiere peut etre representee 

par -p , et porte alors plus particulierement le nom de coef- 
fident differentiel. Par analogie, on peut representer la deri- 
vee seconde i/", c'est-a-dire la derivee de y\ par -j- ; el , en 

mettant pour y' son expression - , on a 

dx. 

y =iir 

Or, dans le cours d'unm^me calcul, raccroissementinfini- 
ment petit dx attribue a la variable independante est toujours 
considerecomme constant, cequi revienta supposerquecetlc 
variable croit en progression arithmetique dont la raison 
est dx, L' expression ci-dessus peut done s'ecrire 

Au lieu d'ecrirc deux fois le signe d de la differentiation^ 
on convient de ne I'ecrirequ'une fois ; mais on raffecte de Tin- 
dice % et Ton ecrit 



y 



dx'' 



Sous cette forme, la derivee seconde prend plus parliculiere 
menl le nom de coefftcient diff^rentiel dii second ordre. 
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De meme on peut representer la derivee troisieme j/'", ou 
la derivee de y", par 

df , d'y 

~ ou rf.-j-^ 

(Ix dx^ 



dx 
et, puisque etc est regarde comme constant, on peut ecrire 






On n'ecrit le signe d qu'une fois en I'affectant de I'indice ^, 
et Ton a . 






c'est le coefficient differentiel du troisieme ordre. 

En general, on represente d'une maniere analogue la deri- 
vee d'un ordre quelconque n ; et Ton ecrit 

c'est le coefficient differentiel de l ordre n. 

5«. — Soit, par exemple, j/=x"*, on en tirera 

JL z= mx"*"* ; j\:=m (m — 1) a;™~* ; 

z-l, = rn(m—i) (m---^) x"^'' \ 

et en general 

J^ = m (m — 1) (m — 2) . . /(m — ?n- 1) a:*"-". 

On peut remarquerque, pour 7i=m, on oblient 

d'^y 



dx 



m 



— m(m — i) . . .3.2. 1 , 
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quantite constante ; en sorte que la derivee dc Tordre m 4- 1 
est nulla, et qu'il en est de meme de toutes les suivantes. 

On en conclut qu'uiie fonction algebriqueentiere dudegrc m 
n*a pas plus de m derivees successives ; la derivee de I'ordre m 
est constante, et toutes les suivantes sont nuUes. 

Mais, pour toutes les autres fonctions, le nombre des deri- 
vees successives est indeiini. Si, par exemple, on a 1/ = ^*, on 
en deduira 

^_^. ^9-^. ^_^. 

et ainsi de suite ; toutes les derivees sont cgales entre ellcs et a 
la fonction e*. 
Si I'on a j/=sinx, on en deduit 

dy cPy 

-7^=:cosa;; j~ = — sinx ; 
dx dx' 

d'w d'^y 

-r~ z= — cosx: -— ^ =1 -f- smj;, ...: 

dx^ d^x 

les derivees se reproduisent periodiqtiement dans I'ordre 

-Hcosj;, — sina:, — cosx, -hsinx. 

On verrait de meme que les derivees dc e~' ont toutes pour 
valeur absolue e~^, mais qu^elles soul alternativemenl affec 
tees du signe — et du signe 4- , et que les derivees huccessi- 
ves de cos x se reproduisent periodiquemenl dans Tordre 

— sinx, — cosx, -Hsinx, -f-cosx*. 

53. — La notation des differentielles successives se deduit 
de celle des derivees. 
Les differentielles successives de j/ sont : 

dj/, d.dj/ ou dUj, d.d^y ou (Py, 

et ainsi de suite. 
Si maiiilenantonse rappelle que la differenlielled'une fonc- 
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lion de x est egale a sa derivee multipliee par dx, el que Ic 
facteur dx doit etre considere corame constant, on aura 

dy = /■' (x) dx = ^ rfa; , 
(Py = f" {x) dxdx = '-j\ dx\ 
,Py = f" (X) dx\dx = gi dr, 

et ainsi de suite, relations qu'il ne faut pas confondrc avec des 
identites, attendu que 

dy d^y d^ y 

dx ' dx^ ' dj;^ ' ****' 

sont des notations speeiales et non des quotients. 
On a, en general, 

d" y = ~ dx"" , 

et Ton voit que la differentiellede Fordre west un inflniment 

d" If 
petit du memc ordre, puisque le facteur -—i » q^' represente 

une derivee, est generalement fini. 



^ 2. — DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTlONS EXPLICITES 

DE PLUSIEURS VARIABLES 

54, — Soit/'(M,i') une fonclion de deux variables inde- 
pendantes. On a vu que sa derivee partielle (26) par rapport 

a n est representee par -L, Cette derivee elant, en general, 

elle-meme une fonction de u et de Vj on pent en prendre la 
derivee partielle par rapport a u; el, conformement a la no- 
tation adoptee pour les fonction d'une variable (51), on la re- 
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presenlera par -j^ Cette derivee seconde etant une fonction 
de M et de V, on pourra en prendre la derivee partielle par 

rapport a m, et Ton aura la derivee troisieme -t~ ; et ainsi do 

suite. 

On verrait de la meme maniere que les derivees partielles 
des divers ordres prises par rapport a v sent representees par 

Mais, apres avoir pris la derivee partielle par rapport a w, 
y- , comme cette derivee est une fonction de il et de r, on pent 
en prendre la derivee par rapport a r ; on la represente, par 
analogic, par ^. 

On pourrait, au conlraire, apres avoir pris la derivee do 
f[u,v) par rapport a r, -j- , prendre la derivee partielle de 

cdle-ci par rapport a ii ; on la represente par . , . 

Plus generalement, on peut, apres avoir pris/) derivees par- 
tielles successives de f (m, v) par rapport a u, prendre cnsuite q 
derivees partielles successives de la derniere par raj)port a v. 

Le resultat final de ce calcul est une derivee de I'ordrc p 4- 7, 
que Ton represente par 

d'f 
du^ dv'f ' 

en remplaganl, pour abrcger, p -f- q par n. 

Si, par exemple, on a pris deux derivees partielles suc- 
cessives par rapport a w, puis trois derivees partielles succes- 
sives par rapport a v, le resultat final sera represente par 

d'f 
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55. -^Da.ns ce genre de calcul, lordre des differentiations 
est indifferent. 

On fait voir aisement, par exemple, qu'on a 

d'f _ d'f 



dudv dv du 

En effet, on a vu au n"" 12, que si Ton a t/ = /"(a;), on en lire 

dy = f{x-\-dx)—f{x)^ 
(I'ou 

dy /* (^ -I- dx) — f (x) 



(1) 



dx dx 



Si done on a ;5= f {u, v), et que I'on considere d'abord le 
second membre comme i'onction de w, c'est-a-dire v comme 
constant, on aura 

^2) i^ _ f{n-\-dii,v) —f{n, v) 

^ du du 

Si Ton veut obtenir la derivee de cette expression par rap- 
port a V, il faudra, d'apres la regie exprimee par la rela- 
tion (1) elle-meme, changer, dans le second membre de (2), 
la variable i» en v -H dv^ retranclier du resultat la valeur pri- 
mitive de ce second membre, el diviser la difference par rfi', 
ce qui donnera (5) 

d'-z f(u-hdu,v-\-dv)—f{u,v-\-dv)—f(u-{-dii^v)-hf{n,v) 

dudv dudv 

Supposons maintcnant que Ion fasse le calcul dans un ordre 
inverse. En ne faisant varier d'abord que v, on aura 

dz f{u,v-^dv) — f{u,v) 

dv dv 

Pour obtenir la derivee de celle expression par rapport i\ ?/, 
il faut, conformementala regie exprimee par la relation (1), 
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changer, dans le second membre, la variable m en m -f- da, 
retrancher du resullat la valeur primitive de ce second mem- 
bre, et diviscrla difference par du, ce qui donne (4) 

d^z f(u-{'du,v--\-dv) — f(U'\-du,v) — f{u,v-^dv)--\-f(u,v) 

dvdu dvdu 

Or, si Ton compare les seconds membres dcs relations (3) 
et (4), on reconnait qu'ils ne different que par I'ordre des 
termes du numcrateur, ou par Tordre des facteurs du deno- 
niinateur; ils sont done egaux, et Ton a 



d'z d 






dudv dvdu 

Ce Iheorerae etant applicable aussi bien a une dorivee qu'a 
la fonction f{u, v) elle-meme, il en resulte qu'on pourra tou- 
jours intervertir I'ordre de deux differentiations conseculives 
quelconques, et amener par consequent les differentiations a 
se succeder dans un ordre quelconque; ce qu'il s'agissait 
d'ctablir. 

56. Cela pose, on a trouve au n"* 27 que la relation 

z = f(u, v) 
donne 

(5) dz = -/- du -4- -/- dv , 
^ ' du dv 

dz designantla differentielle lotale de f(u, v). 

Si Ton differentie les deux membres en faisant tout varier, 
Tapplication des regies relatives a la differentiation d'une 
somme et dun produit donnera 

(6) dh = d. (^£\ du 4- 'j(- d'^ u + d . ("'J] dv -h £ d' V. 

If //' 
Mais si Ton applique aux functions ' el la regie exprimec 
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par la relation (5), on obtient 

\auj du- dttdv 



ct 

Siibsliluant ces valours dans la relation (6), el remarquant 

d'f d'f 

que J ' ^ J ' , on trouve 
* du dv dv du 

(7) dh = f{du'-h 2 -^f^dudv -\-~{dv' + y d% +^ rf-'i;. 
du^ dudv dv^ du dv 

51. — Pour oblenir d^z, il iaudrait 'difl'erenlier la rela- 
tion (7) en faisanttout varier; la differentiation introduirait : 

l°lesquantitesd.(^,), d.(^^), rf.(g), dont on 

obtiendrait la valeur en appliquant a ces fonctioiis la regie ex- 

primee par I'equation (5), et 2"" les quantiles dl-J~ \eid( -J- 

deja obtenues plus haul; en faisant les substitutions, et tenant 
compte du theoreme du n"" 55, on orriverait a la valeur de d^z. 
On suivrait une marche analogue pour obtenir rf*;s et les 
differentielles suivantes. Mais Ic calcul va toujours en se com- 
pliquant, et, au dela de d^ z, les resuUats ne sont pas utiles 
dans les applications ordinaires. 

Kemauques. — I. Dans le cas particulier ou ii et v sont rem- 
places par a; et par j/, et oii Ton n 

on pose souvent 

df_ d( __ d'f _ _d^_ drl_ 
dx'"''' dy~''' ^/.r^~~'"' dxdy'-'' df^^' 



\ 
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Lcs equations (5) et (7) deviennent alors 

( dz = pdx-hqdy 

Ces notations sont adoptees par heaucoup d'auteurs. 

II. Si les variables xeti/, au lieu d'etre independantes, 
etaient fonctions d'une meme variable independante a, la va- 
riable ;$ serait aussi fonction de a, et i'on aurait 

I dx J J dy J ,, d*^ J * M d^U I * 
dx = -J- da, dv = -r- dx, a* x= j-i ar , rf* w = j^ aa*, 
dx ^ dx da* -^ da* 

^ d^^ J t 
dz = -T-^dx*. 

En substituant ces valeurs dans la relation (8) et divisant 
par da*, on trouve 



/a\ d^z fdxV ^ dx dy /dw\* d^x 

<^) d^^='[dx)^'^'rxi-^idl)^i'-d^^ 



dT^' 



§ 3. -> DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS COMPOS^ES 

58. — Si, dans la fonction /(a, v), les variables u et y, an 
lieu d'etre independantes, sont fonctions d'unc nienie va- 
riable OJ, la relation (7) du n"* 56 n'en a pas moins lieu. Mais 
on a alors 

du = u'dx , d* u =1 u!'dx^ , dv = v^dx, d*v = v"dx~ , 

u\ u'\ v\ v" designant les deux premieres derivees de u et 
de V par rapport a x, Substituant ces valeurs el divisant 
par dx*, on obtient 

(10) ^=:^ u" -H 2 -^ u'v' 4- '^'' V" -4- ''^ u!' H- '^'^ //' 
^ dx' dir- dudv dv^ du dv 
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§ 4. — DIFFi^RENTIELLES SUCCESSIVES DES F0NCTI0N8 IMPLICITES 

59. — Soil f(x,y)=z 0, la relation qui lie deux varia- 
bles x el J/, la premiere elanl la variable independanle. 
Posons d'abord 

nous en deduirons, enyerlu de Tequalion (10) du no 58, 
. dh d'f ,. ^ d^f , , dH „ df „ df „ 

Mais puisquc la fonclion f{x, y) esl conslamment nulle, il 
en esl de meme de ses derivces successives (19. Rem.) ; on a 

d^z 
done — =iO. En meme lemps, x devenant la variable inde- 
pendanle, onacT'= 1 ela;" = 0; I'equalion ci-dessus devienl 
done 

('*) d^^-^^y dH-y^y d^^-^y^^^^ 

II faul remarquer que celle relalion peul se deduirc de la 
relation 

«2> &+»'!=«• 

elablie au n*" 50. 11 suffil pour cela de differenlier le pre- 
mier membre en faisanl loul varier, el en regardant t/' comme 
une fonclion de x, el d'egaler a zero la derivee ainsi obtenue. 
SiTonoperede meme sur la relalion (H),c'esl-a-dire si Ton 
differentie le premier membre en faisanl loul varier, el en 
regardant y' el j/" comme des fonclions de x, puis qu*on egale 
a zero la derivee oblenue, on Irouve 

. 5/^''v . ,,m, ...,,. ^//•_o 



mtm 
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equation qu'on pourrait obtcnir aussi, mais moins simplement, 
en suivant la marche indiquec au n°57, changeant u ct i' en x 
et en y et remarquant que puisque x devient variable inde- 
pendante, on a 

x'=\, x"=0, x"'=0. 

On veil que la premiere derivee est donnee par la relation 
(12); cette derivee etant connue, on substituera sa valeur 
dans la relation (II), qui donnera y"; les derivees y' ct y" etant 
connues, on substituera leurs valeurs dans la relation (15), 
qui donnera y"\ 

Les derivees suivantes ne se rencontrent pas dans les appli- 
cations ; mais elles s'obtiendraient par dcs calculs analogues. 
Pour obtcnir j/'^, par exemple, il faudrait egalcr a zero la deri- 
vee du premier membre de I'equation (11) prise en laisant 
tout varier et en regardant j/, y" et y"' comme des fonctions 
de X, 



V. -. DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIES 

§ I. - FONCTIONS DUNE SEULE VARIABLE 

60. — Etant donnee une fonction de x, que nous rcprcscntc- 
rons par f [x), on donne a la variable x un accroisscmcnt //, 
et Ton se propose de devclopper f(x -i- h) en une serie ordon- 
nee suivant les puissances croissanles de h ; en d'autres ter- 
mes, on sc propose de trouverune soric de ce *^Gurc qui puissc 
remplacer la ionclion f{x-{-h). II faut pour ccla que la seric 
obtenue soit converycnte {\o\. VAppoidicc)^ ct i\ucn prenant 
un nombre suffisant de lerraes, on puisse, quel que soit x, ap- 
procher autanl qu'on le voudra de la valeur de /'(.r-f-//). 

61. — Si la fonction proposee est al«>cbriquc ct enliere par 
rapport a jc, Ic developpcment demandc est facile a obtcnir. 

4 
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II suffil de se rappeler que, dans le developpement d'une puis- 
sance entiere du binome .x-f-h, chaque terme se forme du 
precedent en mullipliant par I'exposant de x dans ce terme, 
en diminuant d une unite I'exposant de Xj en augmentant 
d*une unite I'exposant de h, et en divisant enfin par le nombre 
des termes qui precedent celui que I'on veut former. Ceci 
revient a dire que, dans le developpement, le coefficient de 
chaque puissance de h est egal a la derivee par rapport a a; du 
coefficient precedent, divisee par le nombre des termes qui 
precedent celui que Ton considere. Ainsi le terme general du 
developpement de {x -f- h) '", savoir : 

m(m — j)(m~-2)...(m-n + l) „_, 

1.2.5...n '^ '" 



donnerait d'apres cette regie 

m{m — 1) (m — 2)...(m — n-hi) (m — n) 
i .2 .O..JJ {n-h\) 



m—n—i hn-hl» 



cc qui est bien le terme suivant du developpement. 

La meme regie subsisterait evidemment si la puissance de 
x-^-h que Ton developpe etait multipliee parun facteur con- 
stant ; carce facleur affecterait tons les termes du developpe- 
ment sans alterer la loi suivant laquelle se forment les coeffi- 
cients successifs des puissances de h. 

6». — Gela pose, soit 

f {x) = iW -h B^'"-' + C^'"-- , . . -f- T j; -f- tl , 
cliangeons x en x-^h., il viendra 

f{x 4- /<) = A (x 4- hY' + n (x- 4- //)'"-' 4- C (JC 4- h) 

H-T(.r4-/0H-U 

nu^ en tleveloppant ct ordonnant par rapport a A, 



m— 2 
• » 1 
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Or, les termcs qui formenl la premiere colonne verticale 
reproduisenl la fonclion proposec /"(x). D'apres la reinarque 
aite plus haul, chacun des termcs qui formcnt le coefricient 
do h est la derivec par rapport h x du termc qui lui correspond 
dans la colonne precedente, divisee par i ; I'cnsemble de ces 
termes est done la derivee def{x) par rapport a x^ divisee 

par 1, et pcut consequemment s'ecrire \ Chacun des ter- 

mes qui ferment le coefficient de h* est la derivee par rapport 
a a; du terme qui lui correspond dans la colonne precedente, 
divisee par 2 ; I'ensemble de ces termes est done la derivee de 

—j— divisee par 2, et peut s'ecrire -t-q * ^^ verrait de mcme 
que Tensemble des termes qui ferment le coefficient de ?r est 
la derivee par rapport a x de .\J , divisee par 5 ; et peut 

f"' (x) 
s'ecrire Vir^- Etain.<i de suite ; on a done 



..., 



Ce developpement n'a qu'un nombre limite de termes , 
parcc que la derivee d'ordre m est conslante et queloutes les 
suivantessontnuUes. Le nombre dos termes du developpement 
est done m -1-1 ; on Tecrit ordinairement 



fix + h) =f{x) + /•' (X) \ H- /•" {X) ;j^ + /■'" (X) ^ 



Cette formule est connue sous le nom de formule de 
Taylor. 
Si, par exemple, on a 

f(x) =x' — 3.r -h 5.r^ —-7x4- i, 
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on trouvera successivement 



/■' 1^)- 


: 4a;'- 


- 9a;» 


4-lOx 


/"(x) 


:12a;' 


— 18a; +10, 


rw 


:24x 


-18, 




nx) 


= 24, 







-7, 



/( 



et par suite 

/•(x4-/i)= x'+ 4x' y+12x« 

— Sx*— 9x' — 18x 

+5x'-4-10x +10 
— 7x— 7 
+4 



—18 



+24- 



1.2.3 ' 1.2.3.4 



/t+6x* 


/i'+4x 


9x 


—5 


+5 





ou 

f{x-\-h)= x'-h 4x^ h-{-6x* h^-h4x h^-hh' 
— ox^ — 9jc- 
-h5.x'4-10x 
— 7jc— 7 

-hi 

63. — II etait nalurel de rcchercher si lesfonclions aulres 
que les fonctions algebriques enlieres peuvent eirc develop- 
peesd*une maniere analogue J On demonlre dc plusieurs ma- 
nieres que la serie de Taylor subsiste toutes les fois que la 
fonction f{x) et loutes ses derivees conservenl unc vajeur 
finie entre les limitcs repondanl h x ci a x-{-h, h elanl d'ail- 
leurs une quantile tres-pelile. \^Noiis adopleroiis la demonstra- 
tion suivante, qui est, a "quelques details pres , cello de 



Lagrange. 



iboi 



i,\i 



II faut dVborJ etablir le lemme suivant : 

Toiite fonction o (h) qui s^annule avec la variable h, ^5/ de 
meme shjne que sa derived pour des valeurs de h suffisam- 
ment petites. En cffet, lorsijue h croit a partir de zero, la va- 
Icur absoluc do o {h) est necossairemcnt croissanle, el 



L "V 



', . ^ ( A 



j^ 
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(P {h-\- a/i) est do meme signe que 9 (h) pour h suffisaminent 
petit. Or on a (13) 

(1 ) o' (h) = hm . i-^ Xr~^* 

Si Qp (/i + Aft) el o (ft) sont tous deux posilifs, la difference 
9 (ft -4- Aft) — 9 (ft) est positive ; et, comme Aft est positif, le 
second membre de la relation (1) est positif; il en est de 
meme a lalimite, c'est-a-dire pour Aft infiniment petit; done 
o' (ft) est positif, c cst-^a-dire dc meme signe que 9 (ft). 

Si 9 (ft -f- Aft) et 9 (ft) sont tQus deux negatifs, la difference 
9 (ft -H Aft) — 9 (ft) est negative ; done 9' (ft) est negatif, c'est- 
5-dire encore de meme signe que 9 (ft). 

64. — Cela pose, considerons une fonction /'(x), finie et 
continue, dont toutes les derivees restcnt finies dcpuis la va- 
lour X de la variable jusqu'a la valeur x -\- ft peu differente. 
On pourra toujours ecrire 

la letlre R„ designant une quanlite definie par la rela- 
tion (2) elle-meme, et a laquelle on donnc le nom de reste. II 
s*agit de faire voir que, dans les conditions indiqnees ci-dessus, 
ce reste pent etre rendu aussi petit qu^on le voudra en pre- 
nant un nombre de termcs suffisamment grand. 

Ce resle est une fonction de x et de ft qu'on pent loujours 
metlre sous la forme 

(5) K=^^^V{x,h). 

Pour des valours dclcrmiiiees de x el de /j, 1^„ a lui-mome uno 
valeur dolermineo, ot d'ailleurs finie comme lo monlre ?n vn- 



DfiVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIES. 55 

leurlirefi.de (2). Nous la supposerons d'abord positive pour 
fixer les idees. 

Soienl A et B deux nombres comprenanl enlre eux F (t, hj. 
Si dans la relation (2) on met a la place de F {x^ h) un nom- 
bre plus petit A, I'egalite (2) se changera en inegalilc; et, en 
passant tous les termes dans le premier membre, on aura 



(/f) 



f(x+h)-^f{x)-^r(x)\+f"{x) 



ill 

1.2 



f" (X) 



/i« 



i.1.0 



i.2.r>...M 



>o. 



Le premier membre decette inegalite est une fonction dc h 
qui s'annule avee h ; en vertu du lemme demontre plus baul, 
il est done de meme signe que sa derivee par rapport a /<; et 
l*on a 



( r (X -h /.) - [/■' (x) + /■" (.r) - + /•"' (,r) f:- H- . . . 



1.2.5...(n — 1) 



>0. 



Le premier membre de cetle inegalite est (Micorc une fonc- 
tion de h qui s'annule avcc h ; il est done dc memo signe que 
sa derivee par rapport a h ; et Ton a 



(0) 



f"{x+h)~[f"(.t)+ru)\ + ... 



+ A 



/( — 2 



l.2.5...(H — 2)J 



>0. 



En continuant ainsi, on arrive, apres // dilfcrenlintions, a 



I'inegalite 



(7) 



/•''(x + /,) — A>(). 



Supposons mainlcnniil quo dans la relation (2) on rem- 
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place F [x, h) par le nombre plus grand B, on aura Tine- 
galite 



f{x+h) - [fix) -+- r (X) \ + f" ix) 



h ..., . h?_ 

+r(x)i;^+...-HB^-^]<o. 

En raisonnanl et operant sur cette inegalite comme sur 
rinegalite (4), on verra qu'apres n differentiations par rap- 
port a fc, on arrive a I'inegalite 

(9) p(jj + /i) — B<0. 

II resulte des relations (7) et (9) que p [x -\- h) est com- 
pris entre A et B, resultat qui subsistera encore si Ton prend 
pour A et B la plus petite et la plus grande valeur que puissc 
prendre f^ (x + h) quand h varie de a fc. 

Mais si les relations (7) et (9) sont satisfaites, on voit aise- 
raent qu'en vertu du lemme invoque toutes les inegalites 
precedentes sont egalement satisfaites, et qu*on a en parti- 
culier les inegalites (4) et (8), ce qui suppose que A et B 
comprennent entre eux F (x^ h). La fonction F (^, h) est done 
comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de 
f^{x-hh)-y elle est par consequent egale a Tune de ses va- 
leurs intermediaires, et I'on pent poser 

(10) F {x,h) = f^x-h^h), 

designant un multiplicateur inconnu, mais compris 
entre et 1 . 

Nous avons suppose B;^ posilif ; s'il etait negatif, les raison- 
nements demeureraient les memes, il n'y aurait de change 
que le sens des inegalites ci-dessus ecrites ; on parviendrait 
done encore a la relation (10). II en resulte qu'on pent 
ecrire 

(11) ( ,, '■, 



_-i 
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Getlc formule peul encore s'ecrire : 

(IIW.) j ^^ /^ * ^'^ ^- 

65. — REMAR9UE. Cette formule donne la valeur de 
raccroissement ^y d'une fonction correspondant a Taccrois- 
sement ax de la variable. II suffil d'y remplacer h par ax, el 
de remarquer que f (x 4- h) — /* (x) devient alors 

Z' (x -H ax) — /* (x) ou AJ/. 

On a done 

df d'f AX» d^f AX' 

^ dx rfx'- 1.2 dr 1.2.3 

Si AX devient infiniment petit, il en est de mcme de aj/, 
et Ton pent ecrire 

. _df J d'f dx^ (Ff dx[ 
_ ^"-rfx'''^"^rfx^-1.2"^Sx'^'-1.2:5"^-' 

Ce n'est done qu'en negligeant Ics infiniment petits du second 
ordre qu on pent ecrire 

dij = y- rfx, ou dy = dx. 

Cette derniere relation u'est done une identite qu'en appa- 
rence. 

66. — Remauques. I. Si, comnie on Fa suppose, f{x) ct 
toutes ses derivees conservent une valeur linie de la valeur x 
a la valeur x 4- /', le rcsleR,, tend vers zero a mesure qu'on 
prend un plus grand nonihre de termes. Cela est evident 
pour /t<l> puiscpie h" pout devenir plus petit que toule 
quanlilc donnee en [irenant n sufllsamment grand. Mais cela 
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est vrai encore pour h quelconque. Car soienl p el p + 1 deux 
nombres entiers comprenant ft, la fraction 



1.2. 5. ../I 
pourra s'ecrire 



ftp h h h h 



1.2.3. .,p'p-hi *])-[- 2 *]j 4-3' * * n' 
Or 

h h h h 



}^ -h 1 * }) + 2 * p -f- 3 " * n 
est moindre que 



n~p 



p-hi 



et comme p -hi est plus j^rand que h, la puissance n — p de 

la fraction j: peut elre rendue aussi petite qu*on voudra 

en prenant 7i suffisamment grand. Le reste R„ renferme done 
un facteur qui tend vers zero; done il tend lui-meme vers 
zero, puisque par hypothese, les autros facteurs sont finis 

II. Le lemme demontre an n** 63 est toujours vrai 
pour h tres-petit ; mais il peut subsister pour une valeur finie 
quelconque deft, si, de a ft, la derivee o' (ft) conserve son 
signe, et que o (ft) continue a croitrc en valeur absolue; car ce 
sont les seules conditions neccssaires pour que la demonstra- 
tion du lemme demeure applicable. 

o-y. — En repetant les raisonnements du n*^ 64, on de- 
montre qu'on a 

f{x-h)^ f ix) - /■' (x) 5 + f" {x) ~ 

(12) { ,, '- , 
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formulequi ne differc de la formule (11) qu*en ccque h a ete 
change partout en — h, 

Les formules (H) et (12) constituent la sdrie de Taylor. 
Elles sonl applicables a loutes les fonclions dont les derivees 
successives, ainsi que la fonction elle-meme, conservent une 
valeur finie entre les limites x — hel x-\-h. 

68. — Le resle R„ de la serie de Taylor est susceptible de 
plusieurs autres formes ; nous ferons connaitre la suivantc 
dont on a quelquefois besoin. 

L'accroissement h donne a x ctant arbitraire, on pent le 
choisir do maniere que x-hh soit egal a une constante c, el 
qu'on ait x-\-h = Cj d'oiidx -hclh=0, Le reste R,,, qui est 
generalement fonction de a; et de ft, devient dans ce cas fonc- 
tion de X et de c — x^ c'est-a-dire qu'on pent le representor 
par 9 (x). On a done 

(I) /•(x- + /,) = /-(r)=/'(x)+r(xyJ-l-/-"W^ 

rWj|;5 + - + r-(.r) ^,^^;L,, +,(.r). 

Differentions en faisant varier x q[ h ; les tcrnios se redui- 
ront deux a deux en vertu de la relation dx-{-dh = 0, et il 
restera 

d'oii 

Mais on a, par la formule de Taylor, bornoe au premier 
terme, 

z (x -{-h) = o (x) -h -J (x 4- 0/0 h 

d'oii 

9(.r)=:s (r) — //^'(.rH-O/o. 
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Or,il resultede la relation (l)que (^{x) s'annulepour fe=0, 
oux = c; on a done o (c) =s=0, et il reste 

(3) o{x} = — hQ'{x-h^h). 

Dans la relation (2), changeons x en x-\-bh; comme h 
egale c — x, h se changera en c — x — Oh ou en h — Oh, ou 
enfin enh{\ — 0), ct il viendra 

• ^ ' ' ^ ^ 1.2.3...(n— 1)' 

et, en substituant cette valeur dans la relation (3), 

(4) ,(x)^-r(x+ei,) ,";'' -;>:;, . 

Telle est la seconde forme qu'on pent donner au reste R„ 
dans le developpement de f(x -i- h) . 

S'il s'agissait du developpement de f{x — h), on trouverait 
de memo 

(5) t w-±r (X +.» ,*;',' -;'r,) . 

69. — Dans la serie (H) on peut remplacer x par h et h 
par X et ecrire 



/v» ^2 ,«j 



/'(/^^-^)=/^(^)+^WJ^-^('^)f;2 + r('0^i75 



a:" 



' 1.2.o..jt 
Si alors on fait ft=0, on oblient 

\m=m+mj+ r(0) :^+r w ^+cic. 

Celtctormulecst conmie sous le nom dc serie de Maclaurin . 
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Elle sert a developper unefonction dexsuivant les puissances 
croissanles de celle variable. Elle suppose que les fonctions 
/"W^riO), f"(0), ..., p(ex) soienldes quantites fmies. 
Nous en verrons bienlot les applications. 
On peut donner au resle la forme (68) 

r(ex) ^"(1-^)"" 



1.2.3...(n — 1)* 



§ 2. — D^VELOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 

lo. — La serie de Taylor peut etre elendue aux fonctions 
de deux variables. 

Etant donnee une fonction de deux variables /*(x,j/), on y 
change x en x-hh^ eiy en y -\- fe, ct I'on demandc de deve- 
lopper /" (a; -f- /i, 1/ -H k) en serie ordonnee suivant les puissances 
croissantes de h et de k. 

En considerant d'abord f(x-\-h,y-hk) comme une fonction 
de X, c'est-a-dire en regardant y comme constant, on pourra 
appliquerla serie de Taylor (64, H &is), etecrire 

^^^ ' (l'f{x,y-hk] h* (r'f{x,y-hli) Ir 



Si maintenant on considerc comme des fonctions dc ij seul 
les expressions 

fu,.^h\ <^/'(^>?y+^) (i'*f{x,y-+-k) (r'f{x,i i-hk) 

on aura, en appliquant dc nouveau la serie dc Taylor , 



dif 1.2.5 
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df{x,y + k) ^ df{x,xj) ^ d'fjx.y ) k ^ dr(x,y) J^ 
dx dx dxdy i dxdtf '1.2 

^f{x,y + k) d'f{x,y) , d:^f(x,y) k (l'fix,y) k' 



dx 



dx' 



dx'dy 1 dx'dy* '1.2 



+ 



d^f{x,y-hk) _ d:'f{x,y) d'f{x,y) k 
di? dx"" dx'dy i 



Substituant dans la relation (1), ct ordonnant, on obtlent 



dfk 

I (x+h,y+k) =f{x, )y+-A I 



d^f fc' iff If 



rfi/'1.2 df 1.2.3 



dfh dH kh 

dxl dydx 1 dyHx 1.2 

d^f h^ ^ d^f kh^ 

'^ dx^ .'2 ^ dy dx^ 1 .2 

'^' dx' 1.2.3 



• • • 7 



ou, en reduisant, dans chaque colonne, au meme denomi- 
nateur, 



(2) 



/•(x+/vj/ + fc) = /-(^,!/) + [(|/<+|/.- 



+ 



1 



1.2 Vda;^ 



dJL,,^,^hk^iiA^ 



1 fd^l'u. 



tPf 



dx dy 
. d'f 



dy' 



J 1,2 d^f l-o 

dx dy^ dy^ 



i,2,o\dx^ dx^dy 

Le terme general de ce devcloppement est 



1 



l.^.O...?! 



multlplie par 
dx'' dx''dy 



1.2 •f/a"-'(// ''^"■'^dy" y 
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On peut Tecrire symboliquement : 



i.2.3...?i ( dx dy 

en entendant par cette notation qu'en dcveloppant la quantite 
entre parentheses d'apres la formule dubinome, lesexposants 
qui devraient affecter df seront remplaces par I'indice n, de 
telle sorte qu'on aura dY ^^^^ chaque terme. 

11. — On peut aussi etendre aux fonctions de deux variables 
la seriede Maclaurin. Dans la relation (2), onchangera d'abord 
xenh et h enx, puis j/ en k eikeny ; enfm Ton fera /i = Oel 
fc=0 ; on obtient ainsi : 

^^^^ «x,,,=mo)+i[(g).x+(|)^„]^ 

les expressions 

representant ce que deviennent respectivement les quantites 

'^^'^^' dx' dif dx'' dxdif d}f •••' 
quandon y fait a la fois ir=0 ct j/ = 0. 

">«. — II est entendu que la serie de Taylor ne peut etre 
etendue ainsi aux fonctions de deux variables qu'a la condition 
que la fonction proposee et toutes ses derivees partielles res- 
tent finies dans les limites entre Icsquelles on fait varier 
X et J/. 

Laseric de Maclaurin, etantun corollairc de cello tic Taylor, 
est soumise aux memes restrictions. 
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VI. — APPLICATIONS ANALYTIQUES 

§ I. — EXEMPLE8 DE DEVELOPPEMENTS DE FONCTIONS EN SERIES 

13. — Developpement de e^et de e~^. Les derivees succes 
sives de e^ sont loutes egales a e'^ (52) ; et, pour X:=:0, die- 
se reduisent toutes a Tunile. En appliquant la formule do 
Maclaurin (69), on a done 

^ ^'"^f ^O^TXS"^ ••■^ 1.2.3. ..7?^ ' 
On a vu (65) que 



1.2.3...?? 



tend vers zero a mesure que n augmente; d'ailleurs, e^^ restc 
fini ; done, le reste tend vers zero, et la serie pent toujours 
elre employee. 

14. — Si Ton a a developper e^^, on remarquera que les 
derivees successives de cette fonction sont alternativement 
— e~'^ et -f- e^^ (52) ; et, pour .x=:0, elles se reduisent alter- 
nativement a — 1 et a -1-1. D'ailleurs, la fonction proposee sc 
reduit elle-meme a -h 1 ; on a done dans cc cas 

1^1.2 1.2.3^ 1.2.5. ..n^ ' 

et Ton verrait comme ci-dessus que le reste tend vers zero. 

75. — Developpement de sin x et de cos x. Les derivees suc- 
cessives de sin x sc reproduisent periodiquement dans I'or- 

dre (52). 

+ cos.x% — sin^, — coso:;, -f-sinj;, ..., 
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et, pour x=Oy elles prennent periodiquement les valeurs 

H-1, 0, —1, 0, etc. 

D'ailleurs, la fonction proposee elle-meme se reduit k zero. 
En appliquant la formulc deMaclaurin, on trouvedonc 

s'n*=j- 1^23 "^1.2.3.4.5" - ^033i^"^^*)- 

Or ■ ^ , tend vers zero, et P l^x) a pour valeur abso- 

1.2.3... n 7 I V / r 

lue cos ^Xj n etant suppose impair ; le reste tend done vers 
zero. 

us. — Si Ton a a developper cos a;, on remarque que ses 
derivees successives se reproduisenl periodiquement dans I'or- 
dre (52) 

— sinx, — cosx, -f-sinx, H-cosa;, ...., 

ce qui donne periodiquement pour x=0 

0, —1, 0, -f-1, .... 

D'ailleurs, la fonction proposee se reduit elle-meme a H-1. 
On a done dans ce cas 

cosa;=l — 7-^-1- J ^ ^ / — ... =*=T-7w= cosGx, 

1.2 1.2.0.4 1.2.o...?« ' 

si Ton suppose n pair. Le reste tend done encore vers zero. 
11. — D^veloppement de log' (1 -hx) et de log' (1 — x). 
Soit d'abord 

f(x)=\og'{i-^x), 

on trouvera successivement 

' ^ ' [-hx ^ ' 

/•"(x)=-^.(l+x;-^ 

f" (a;) = + '1.2 (1+3)-% 
/•■'(a;) = — 1.2.3(1+ a-)-', 



/•« (x) = ±1.2.3.. .(n—1) (1 +a:)-"; 



5 
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et, pour j;=0, 

/• (0) = log' 1=0, 

r(0)=+i, 

/•"(0)=-i, 

/"'(0) = +l.2, 
/•■v((l)=_l.'2.5, 



La formule dc Madaurin donnera done 

I lit \ r\ I A a \ » A _ 1.^.0*. 

j.2.o...(h — \)n ^ ' 

ou 

Or, le resle peut s'ecrire 

± - f-^Y 

n \\ -+- Ox/ 

ct Ton voit qu'il tendra vers zero si est cijal a Tunite 

1 -+- Ox ^ 

ou plus petit que Tunite, ce qui exigc que x soit egal ou infe- 

rieur a Tunite. 

78. — Soit maintenant 

f{x) = \og'(\-x); 

on trouvera 

(' [x) = -{\-x)-\ 
f" {x) = -\.(i-x)-\ 
/•"'(,r) = -1.2(l— a•)~^ 
f"(x-) = --l.t>.5(l-x)-'; 
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et ainsi de suite. Et pour x=0, 

f (0)=0, 

r(0)=-i, 
r(0)=-i, 

r(0)=-1.2, 
/•-(0) = -1.2.5, 



67 



On aura done dans ce cas, en employant la seconde forme 
du reste (68), 



X 



x^ x' 



(2) 



\og'{\-x)=~j- -;-:^- 



1 



4 



^(l — Ojr)-".(l— 0)V 

n — 1 ^ 



Le reste pent s'ecrirc 



X' 



I — \ " 



n—l \\— fix 

La quanlite entre crochets etant plus petite que Tunite, puis- 
quex est suppose moindrc que 1, et x" pouvanl devenir aussi 
petit que Ton voudra, on voit que le reste lend vers zero a 
mesure que n augmente. 

19. — On deduit des deux formules precedentes (1) et (2) 
la formule qui sert a calculer les logarithmes. Si Ton suppose 
aj<l, on pent les appliquer toutes deux, sans tenir conipte 
des rcstes ; et, en retranchant ccs formules membrc a niembre, 
on oblient 



lo8'(i-±^l=2 



1 



On pose alors 



X 



X 

i 



X' 

3 



7~ I i3 r~ » • I • 

} a 1 



X 



I 



2n + i' 
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d*ou 

l-\-x ?H- 1 



i — X n 



et Ton a 



(3)log'(^ n j~^Ll(2n-h'l)"^5(2n+l)'"^5(2w4-l)«^'' J 

Or, le premier membre revient a log' {n-f-l) — log'w; 
e'est done la difference tabulaire entre les logarilhmes des 
nombres consecutifs 7i et ?i-l- 1 . 

Cela pose, on fera d'abord ?i = ldans la formule (3), qui 
donnera ainsi log' 2. On fera ensuite ?i=2 dans la meme 
formule, qui donnera la difference entre log' 3 et log' 2, et par 
suite log'3. En faisantsuccessivementn=3, 7i=4,?i=5, ..., 
on obtiendra dc meme les logarilhmes des nombres 4, 5, 6, ... ; 
et Ton pourra eonstruire ainsi une table des logarilhmes ne- 
periens. Mais il est clair qu*on n'emploie la formule (3) que 
pour les logarithmes des nombres premiers ; les logarithmes 
des aulres nombres s'obtiennent en faisant lasommedes loga- 
rithmes de leurs facteurs. 

La formule (3) est tresconvergente. Les huit premiers 
termes donnent log' 2, a moins d'un cent-millieme. Quand on 
a atteinl le nombrelOOO, le premier termedela serie devient 
suffisant. 

Ayant eonstruit une table des logarithmes neperiens, il 
suffit de les multiplier tous par une meme quantite pour ob- 
tenir les logarithmes des memos nombres dans un systeme 
quclconque. Si, par exemple, il s'agit des logarithmes vul- 
gaires dont la base est 10, on a, en designant par v le loga- 
rithme vulgaire d*un nombre et par ti son logarithme nepe- 
rien, 

'10''=^% 

d'oil 

flog' 10 = u 
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ct 

Le nombre constant par lequei ii faut multiplier les loga- 
rithmes neperiens pour obtenir des logarithmcs vulgaires est 
done dans ce cas 

1 

log' 10 

ou 

1 



2,3025851 
ou enfin 

0,4342945. 

Ce mulliplicateur fixe porte le nom de module du systcine dont 
la base est 10. 

80. — Developpemeiit de (sL-hhy^pour m quelconqiie. Lcs 
nombres a eib otant generalement inegaux, soit « > ft. On 
posera b=ax^ d'ou (aH-&)*"=«"'(l -h^'") ; et la question 
est ramenee a developper (l-f-x)'", a; etant moindre que 
Tunite. 

Soil done 

/' (x)= {\-hxY\ 
d'ou r{x) = m{l-+-x)''-\ 

f"(x) = m{m—\){i-hxy"-\ 
f"(j:)=m(m — l)(m+2)(l -hx) 



w— ; 



On trouvera successivemcnt 

f (0) = 1, 
d'ou 

f (0)=m, 

f" (0)=m(m— 1), 

/■'"(O) — m(jn— l)(in— 2). 
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enfin 

p(a;) = ?n(?n — l)...(m.-n-j-'l)(l4-;r)'"-\ 
Par consequent, la formule de Maclaurin donnera 
/i \m I ^ m{m — i) 2 

(l-f-X)'"=:'l -h jX-\ ^-r-K -X^ 

m(m — 1)(m— 2) ^3 . 

1.2.3 ^^- •• 

7n(m — l)...(m — n-\-\) „/, ^ x„, „ 
i.2...?t 

G'est la formule connue du binome, etendue au cas de m 
quclcon(iue, et completee par le reste 

R,= — ^^ ir-^ ^^— ^X"(l-i-Ox)'«-«. 

II I'aut montrer que ce reste tend vers zero a mesure que n 
augiiiente. La remarque du n"" 65 n'est plus applicable a ce 
cas, altendu que dans f" (x) le coefficient 

m (m — i)...(m — ?? 4-1) 

croit indefinimcnt en valeur absoluc. Mais on pent prendre 
le lour de demonstration suivant. Regardons d'abord m 
conime positif. 

Supposons que nous prenions un terme de plus dans le de- 
Aeloppement, et soit R„^_i le nouveau reste, on aura 

_ m(m-l) im-n + \)(m-n) ^,„^, , , ^^^.^,„.„_, _ 
1.2... n. {n -4-1) 

En comparanl ces deux restes consecutifs, on reconnait 
aiscmcnt que Ton a 

... p m — n X 

l»«-t-i — ^*« • 



n -+-1*1-}- Ox' 
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Si I'on suppose qn'on ait poussc le developpement assez 
loin pour que n soil plus grand que 7?i, on aura, en valeur 
absolue, 

"^^~ "•«-!- 1 14- Ox' 
d'ou, en remarquant que n — m est nioindre que ?i -i- 1 , 

V 



1 -f- 0.r ' 
et a fortiori 

i*/i-hi *^ llftX. 

Si R„4-2, Rm-h3) •••? K;j4-;, represcntent de meine les restes 
successifs qu'on obliendrait en prcnant 2, r>,.../> terines de 
plus, on trouverait de meme 

• ••••••• 

d'ou, en mullipliont toutcs ccs inegalitcs mendjro a nieinbre, 
et simplinant, 

Or, .r etant moindreciiic 1 par liypotlieso, on[)eul toiijours 
prendre \) assez <j;rand pour (pic x^ suit moindrc (|ue toute 
(piantitedonnee. D'ailleiirs R,^ ost uiio qu uitite dolerniiuee et 
fixe; done enfin R,j_^.^, pent etre rendu lui-monie plus petit 
que loule quantile assii:nal)le. 

Si m est no^atif mais nioindre ciue 1, la fraction ^ , 

" * ' n-\-\ ' 

(pi'on pent alors ccrirc, cnnieltant Ic signe de m en evidence, 

Y ^ est encore une quanlite plus petite (jue I'unile; ainsi 

le raisonnement qui precede subsisle. 
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Si m est negatif et plus grand que 1, on peut toujours 
prendre n assez grand pour que le miiltiplicateur de R„, e'est- 

a-dire t- . z — r- , soil plus petit qu'une fraction determi- 

nee fc, comprise entre x et Tunite. Car ce multiplicateur est 

moindre que r -^J ^^ si I'on salisfait a I'inegalite 

^ ' n+l ' 

on satisfera a fortiori a I'inegalile 

Or la relation (1) donne 

nx -hmx<i kn n- k. 

Si ma; est moindre que fc, cette inegalite estsatisfaite, quel que 
»oit n, puisque a? est moindre que k. Si mx est superieur a fr, 
on tire de cette relation 

^ mx — k 
k — X 

inegalite a laquelle il est toujours possible de salisfaire. 
Des lors on aura 

"n-+-l <C 1^- k , 

et Ton en deduira comme plus haul 

et, comme k est moindre que 1, on pourra loujours prendre p 
assez grand pour que R„_p soit aussi petit que Ton voudra. 
done le reste tend vers zero, puisque ¥ peut devcnir aussi 
petit que I'on voudra. 

Soit, en second lieu, a developper (a — &)"*; on posera 
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comme plus haut b=ax; et la question sera ramenee a de- 
velopper (1 — x)^. En operant comme ci-dessus, on trouvera 

(*-^) =*-T^-^ 1.2 ^ L_^i^^ .^.3 

+ ... =hR„. 

C'est encore la formule du binome, completee par le reste R„. 
Si Ton adopte la seconde forme du reste (68), on a 

j^ mint — l...(m — w-f-l) „,, ^ v™ „/, ,xm 

^"= i/2...(»-i) ^ ^°(i-e^r"(i -0)'. 

D'apres la loi de formation dc ce reste, on trouvc aisenient 

n — R ^^^— ^^ fl~l\ 

ou, en valeur absoluc, des que n est plus grand que m, 

|. ,. n — m f\ — 

"n H 1\„ . . X 



Si m est positif, la quantite est une fraction; il en 

est de mcme d'ailleurs de la quantite cntre crochets ; on a 
done 

et Ton en deduira connnc plus haut, 

d'oii il resultc que Ic reste tend vers zero, puiscpic, x etant 
une fraction, x^ pent ctre rendu aussi petit qu'on voudra. 
Si rn est negatif, le uiultiplicateur de U„ devient 

n-hm f \ — 

X 



n \1— Oxv' 
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on a done 

U 

Or, si A est une fraction comprise entre x et Tunite, et 
(ju'on pose 



n-^m ^ , . _ mx 

.x<ik, on en tire 7i> 



• I/*/ -«^ i» , v.^»» v^m*. i,.i V 11/ ^^ J , 

?i K X 

relation a laquelle on pent ton jours satisfaire. On pent done 
00 r ire 

d'ou, comnie ci-dessus, 

Done le resle tend vers zero, puisque it^ pent devenir aussi 
petit que Ton voudra. 

^ 2. —VERITABLE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT L'UNE 

DES FORMES [] , '^. , X oo 

81. — Soit 7-7 — une expression fractionnaire.dontles deux 

termes s'annulent pour une valcur particuliere a de la va- 
riable X' ; on aura 

et ['expression se prcsentcra sous la forme JJ. Pour en trou- 
ver la vraie valeur, on commence par remplacer d'abord x 
par f/4-/t, ]i etant une qiiantite que Ton fcra ensuite tendre 
vers zero; Ic resulat definitif sera le memo que si Ton cut fait 
imiiiediatement x=:rt; mais la Corme indelerminee aura dis- 
paru. On aura, en elfct, 

9 [a ~\-\{) 
0> [ii 4- //) ' 
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ou 

9 {«) + 9' (a) \ + 9" (a) j^ + f («) ^-^ 

Supprimant 9 («) et 6 («), qui sont nuls par liypolhese, etdivi- 
sant les deux termes de Texpression par fc, on obtieiU 

9' («)+?"(«)i^ +?'"(«) 1:^5 



<}'' («) + f («) ^2 + •>"' («) TX5 ^ • • • 

Faisant tendre maintenant ft vers zero, il ne reste que 
le premier lerme de cliaque developpemenl, ct il vient en 
definitive 

c* est-a-dire que lorsqiCune expression fraciionnaire prenil la 
forme I pour une valeur particiiliere a de la variable^ il saffit^ 
pour obtenir la vraie valeur decette expression., de remplacer 
chacun des deux termes par sa derivee^ et de (aire ensuite 
X =a. 

Ce qui precede suppose uniqucnientqu'on puisse appliquer 
a chacun des deux termes la Ibrinule de Taylor (Oi), c'est-a- 
dire que les fonctions 9 (x) et '1/ (.r) soient continues dcpuis la 
valeur ,x' = r/ jusfpi'a une valeur Ires-voisinc x ^=^ a -\- h , 

Si les derivees 9' (x-) el'Vlx) s'ainuilaicnt toutes deux pour 

.x' = «, il faudrait appliquer la regie precedente a I'expres- 

o (x) 
sion ', / , c'est-a-dirc remplacer chacun des deux termes 

6' [X) 

par sa derivee, et faire ensuite a; = a, ce qui donnerait 

' „ ; , . On continuerait f^eneralement ainsi a remplacer les 

6 [a) ^ ' 
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deux lermes de Texpression obtenue par leurs derivees, jus- 
qu'a ce qu'on obtienne deux termes qui ne s*annulent pas a 
la fois. 

Exemple. L'expression ^j prend la forme | quand 

on y fail x=0. Remplagons les deux termes par leurs deri- 
vees, nous aurons — : . Les deux termes de cette se- 

Slll X 

conde expression s'annulent encore pour x = ; remplagons- 

les par leurs derivees, nous obtiendrons , expression 

* ' cosa; '^ 

qui, pour x = 0^ se reduit a t , c'est-a-dire a zero. Telle est 
done la vraie valeur de Texpression proposee. 

8«. — On ramene a la regie precedente les expressions qui 
prennent la forme ~. Soil, en effet, une expression ^-j-4 
qui, pour x = rt, prenne la forme ^. On pourra I'ecrire 

\_^(x)\ 
' ^ ' ; designonspar ^F {x) et <1> (x) ses deux termes. Puis- 



I- ? [x) J 



que Ton at); {a) = oc et c [a) = oo , il en resulte 

* =0 et -1^ = 0, 



^ («) o (a) 

ou 

q'(«)=0, <!>(«) = 0. 

La question revient done a chercher la vraie valeur d'une 
expression 

n'(x) 
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dont les deux termesVannulentpourx=a. Cette valeur sera 
done 

Exemple, Soil Texpression 

(1— X)-* 

tang -2" 

qui pour ar=: 1 prend la forme ^ ; on pourra ia mettre sous 
la forme 



1 X 



qui poura;=l prend la forme j^. 

Remplagant les deux termes de celle-ci par leurs derivees, 
on obtient 

1 



T 


sin' 


7Z X 

2 


'2' 


1 





TZ 



quantite qui pour a;=l prend la valeur ^; telle est la vraie 

valeur de I'expression proposee. 

83. — On ramene encore a la meme regie les expressions 
qui prennent la forme Ox o^. Soil en cITet une expression 
(^(x).'^{x), telle que o(a)=0 et t]>(«)=oo. On pourra 
Tecrire 

1 ^ yv{x)' 
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en representant par W (x) Tinverse de <f{x). Or, puisque 

^{a)= 00, ——- = 0, c'est-a-dire W(fl)=0. La vraie valeur 

^ ^ ? (^) 

de rcxpression ^^ est done :^'gy. 

Exemple. Soil I'expression x.log (l-f--J, qui, pour 
x= 00, prend la forme oo xO. On Tccrira d'abord 

^''^y'^x) log(l+M) 

^ ou — ^ -. 

i u 



y 



en faisant -^u. Pour x=: oo, il vient n=0: il faut done 

X 

chercher ce que dcvient —^ -^ pour u=zO. Les deux 

termes devenant nuls en meme temps, on les remplacera par 

log e 

\ -{-u 
leurs derivees,et Ton aura — - — , expression qui, pour u = 

ou x^=: 00 , SB reduit a log^ ; telle est done la vraie valeur de 
Texprcssion proposee. 



i^ 3. — MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE 

84. — line {onciion f (x) est croissante on decroissante d. 
partir (Viine valeur deter mine'e de x selofi que sa derivee est 
positive on negative. On a, en effet, par la formule de Taylor, 
bornee au premier tcrme (64), 

((■x^]i)=f{x)^hr{x^^]i)', 

par consequent, f{x + /*) sera plus grand que f[x)^ si /' (.r) 
conserve une valour positive A(i xk x-\- ]i\ ei dans ce cas, la 
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fonclion f(x) sera croissante, Au contraire, f(x-\-h) sera 
moindre que f{x) sif (x) est negalifde x a x H- ft ; ct dans cc 
cas, la fonclion f{x) sera decroissante. 

85. — II pent arriver qu'une fonclion f{x) soil croissanle 
dex=a — ft a a;=a, puis decroissantedcj:= a a j:=^-hft, 
ft elant une quantite tres-pelite. On dit alors que f{o) est un 
maximum. 

11 pent arriver, au contraire, que la fonclion soil decrois- 
sante de x=a — ft a x = a, puis croissanle dc x=:a a 
x=a-f-ft. On dit alors que f{a) estun minimum. 

Dans le premier cas, f (x) passe dupositifau negalif quand 
X atteint la valeur a; dans le second cas, /' (x) passe, au con- 
traire, du negatif au positif. — La fonction f (x) ne peut 
ainsi changer de signe sans passer par ou par co. La condi- 
tion necessaire pour que x=a corresponde a un maximum ou 
a un minimum de f{x) est done que, pour .r^a, la derivee 
/' {x) devienne nulle ou infinie. Nous examinerons succcssivc- 
ment ces deux cas. 

86. — Supposons d'abord que la fonction fix) et toules ses 
derivees restent finies dex:=:a — hi\ x = a-\-h. Ucmplacons 
X par ces deux valeurs, devoloppons /*(« — ft ct f{a-{-h) par 
la formule de Taylor ; en faisant passer f (a) dans le premier 
membre, nous obiiendrons 



(1) 



(2) 



/•(«-/t)-/-(«)=-/" («)/i +/■"(«) ,^, 



Pour que f(a) soitun maximum ou un minimum, il faul(|ue 
les deux differences /"(« — ft) — [(a) et /'(Vf -f- //) — /'(r/)soicnl 
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de meme signe. Or on demontre en algebre (voy. YAppmaice) 
que lorsqu'un polynome est ordonne par rapport aux puissan- 
ces croissantes d'une variable h, on peut toujours prendre celte 
variable assez petite pour que le premier terme du polynome 
donne son signe a tout le developpement. Pour que les seconds 
membres des relations (1) et (2) soient de meme signe, il faut 
done que les termes — /*' (a) . h et -f- /*' (a) h, , qui sent de signe 
contraire, disparaissent ; ce qui exige qu'onait 

(3) f'{a)=0. 

Les valeurs dex qui Tendenif(x) maximum ou minimum 
sontdonc comprises parmi lesracines de Tequation (5). 

Supposons cette condition remplie ; les seconds membre 
des deux relations (1) et (2) auront le meme premier terme 

f" (a) ^j-^ ; ils seront done de meme signe ; et ce signe sera 

celui de f"(a)^ puisque ft* est positif. Si f'^{a) est positif, il 
en sera de meme des premiers membres de (1) et (2) ; on aura 
done a la fois 

f(a)<f(a--h) et f{a)<f{a-^h); 

ainsi f{a) sera un minimum. Si f" (a) est negatif, il en sera de 
meme des premiers membres de (1) et(2) ; on aura done a la 
fois 

f{a)>f{a-h) et /•(«)>/*(«-+- ft) ; 

ainsi /"(fl) sera un maximum. Lavaleura;==a, quiannule/'' (x), 
correspondra done a un minimum ou a un maximum, suivant 
que /""(a) sera positif ou negatif. 

8V. — Mais il pourrait arriver que f" (a) fiit nul. Les seconds 
membres des relations (1) et (2), ayant alors pour premier 

ft^ fts 

terme Tune — f" {x) tit^ ^^ l^autre + f" {x) r-^? quisont 

de signe contraire, les premiers membres seraient de signe 
contraire, et il n'y aurait ni max mum ni minimum. Pour 
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qu*ilyaitruii ou Tautre,!! faut done que ces termes dispa- 
raissent, ce qui exige qu'on ait f" (a)=:0. Et dans ce eas les 
premiers membres des relations (i) et (2) seront tous deux 
positifs ou tous deux negatifs, c'est-a-dire qu'on aura un mini- 
mum ou un maximum, suivant que p"" [a) sera positif ou ne- 
gatif. 

On pourrait supposer aussi /*'' (a) = et passer aux derivees 
suivanles ; on verrail ainsi que, pour quil j/ ait minimtun ou 
maximum, il faut que la premiere derivee qui ne s'anmile pas 
pour x=a soit cVordre pair; etque^ dans ce cy/5, on aura un 
minimum ou U7i maximum selon que cette derivee sera positive 
ou negative pour x = a . 

On Yoit done quelle est la marchea suivre pour trouver Ics 
maxima et minima d'une fonction d'unc variable : egaler sa 
premiere derivee a zero ; tirer les racines de Fequation ainsi 
posee ; substituer chacune de ces racines dans les derivees 
successives de la fonction ; si la premiere derivee qui ne s'an- 
nule pas par cette substitution est d'ordrc impair, il n'y a ni 
maximum ni minimum ; si elle est d'ordre pair, on a un mi- 
nimum ou un maximum scion qu'ello prend lesigne -f- ou le 
signe — . 

88. — Exemples. I. Soit 

f{x):=x'' — 4 x' '* + G a; ■' — 4 x' - -{- x* . 

On aura d'abord 

f (x)= hx'—\6x'-^\Sx' — Sx-h\, 
f'{x)=z 20x'^— i8x^ + 50x* — 8 
f (X) = 00 X* — 90 X -f- 50, 
p^(x) = l10x —96, 
r {x)=l20. 

L'equationf (x*)=Oauncracinesimplex = r et unc racinc 

1 
triple a;= 1 . Si I'on subslituc x = i: dans la sccondc derivee, elle 

G 
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i 

prend la valeur — 2,6 ; il en resulte que x=:^ correspond a 

un maximum. 

La racine x=zl annule les derivees f" {x)^f'" {x) et donne 
p(x) = -|-24; il enresulle que a; = l correspond a un mini- 
mum. 

89. — II. Pariager le nombre a en deux parties telles que 
le produit de la puissance p de la premiere par la puissance q 
de la seconde soil un maximum (p et q etant deux nombres 
entiers) . 

On aura ici f{x)=x'' {a — x)\ en designant paroJ la pre- 
miere partie. En egalant a zero la derivee de cette fonction, on 
trouve 

px^-^ {a — xY — qx^' {a —xY-^ = 
ou 

r^'-^ {a — xY~\ [p (a — x) — qx]=0. 

Cclte e(juation admet trois racines : 

.r=0, 'X=:a et x=:— — a. 

p-^q 

Les deux premieres ne repondent pas a la question; il faut 
done considercr la troisieme. 
On Irouve 

f"{x)=\,,{u-x)-qx] . '^•''""^"^""' -(p-hq)x''-'(a-xy-K 



Si Ton met pour x la valeur — i — .a, le premier terme dispa- 

rait, et le second prend une valeur negative ; la valeur sub- 
stituee correspond done a an maximum. 
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De 



x = — - — .a, on deduit a — x = — —.a. 



d'ou 



X p 

a — X q' 

c esl-a-dirc que les deux parties du nombre a doivent elre 
proportionnelles aux exposanls /; et q. Quant au maximum 
cherche, il a pour valeur 



90. — III. Inscrire dans uue ellipse nn rectanqle clout la 
surface salt un maximum. — Les medianes du rectangle in- 
scrit partageant chacune en deux parties egales deux cordes 
paralleles a I'autre, forment un systeme de diametres eon- 
jugues rectangulaire ; ce sont done les axes de la courbe. Si 
X' et y sont les coordonnees de I'un des sommets du rectan- 
gle, rapportees a ces axes, la surface du rectangle est exprimee 
par 4a;//, ou, enmettant pour // sa valeur, 

4- x\a- — X'-. 
a ^ 



La fonclion a rendre maximum est doncx \ a' — x- , ou, ce 
qui revientau memo, \/a^x^ — x\ On pent done poser 

f(x) = a^x^ — x\ 
La derivee cgalee a zero conduit a I'equation 

2a'x—ix' — 0, 
ou 

x{a'--2x') = 0. 
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Celte equation a trois racincs: 

x^=0, ct x = ±-^. 

V'2 

La premiere nc repond pas a la question. Si I'on substilue 
I'un (les deux autres dans la seconde derivee 

on obtient — 4aS quantite negative. Les valours 

X=:±: -=. 

v/2 

correspondent done a un maximum. Elles ne forment d'ailleurs 
qu'unc seuleet memo solution, attendu que si a; et j/ sont les 
coordonnees d'un des sommels du rectangle, — x et — y sont 
les coordonnees du sommet oppose. 
De 

x*= -^ on deduit ?/=-^:l, 
d'ou 

X a' 

On obtient done un des sommels du rectangle demande en 
cborchant I'intersection del'ellipse avec la droite 

a 

qui n'est autre que la diagonalc du rectangle construit surles 
deux dcmi-axes. 

Si I'ellipse devientun cercle, le rectangle inscrit maximum 
devienl un carre. 

91. — IV. Etani donnd le volume cVnn cylindre, lUter- 
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miner ses dimensions de maniere que sa surface soil un 
minimum. On a a resoudrc ce probleme loutes les fois que 
I'on veut conslruire un vase cylindrique d'une capacite donnce 
et employer le moins de matiere possible. Mais il faut distin- 
guer deux cas. 

Le vasepeut etre ouvert a la partie supMeure, Soil alors y 
sa hauleur et x le rayon de sa base; si V est la capacite 
donnee, on aura 

T.X' J/ = V, 

nous representeronsV par xa^ pour la commodite de Tecriture. 
Nous aurons ainsi 

(I) x^y=za^. 

La surface du cylindre sera exprimee par 

TwX ~T~ ^TlXIJ 7 

ou, en mettant pour y sa valeur liree de la relation (1), 



IZX 



X • 



La quantite a rendre minimum est done 

f{x) = x^'{^ — . 

^ X 

En egalant en zero sa derivee, on forme I'equation 

^2x 7 = 0, d'ou I'on tire x^ = a^, ou x^=a, 

x^ 

Par suite I'equation (1) donne aussi y=a. C'est-a-dire qu'on 
obtient le minimum de surface en faisant le rayon de la base 
^gal a la hauteur. Ce minimum de surface est 

xa^ -f- 2xa^ ou 37:a', 



*'__'•_ 
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ou, en remarquant qu 









OU enfin, 5 \Jt.\^. 



C'est bicn uii ininimum, car on a f" {x) ^2 H — ;— , quan- 

lite positive pour x^=.a. 

Le vase pent etre ferme a la pariie superienre. En conser- 
vant los memcs notations, la relation (1) subsiste encore; 
mais la surface est expriniee par 

2-a'* 

'2zX' ■+■ 2t.X1L ou ir,X' -f- -^ , 
'^ X ' 

et la quantile a rendre minimum est alors 

a'^ 



f{x) = x' . 
La derivee egalce a zero donne Tequation 

si Ton met dans (1) 2.r^ a la place de iv\ on obtient ii = 2x. 
C'est-a-dire que dans cc cas on obtient le iiiinimum de surface 
en faisant la hauteur eijale au diametre de la base, Le mini- 
mum a pour valeur 

2 TTX ' + A T,Xr , U GttX- , 
OU 



^T ' 



OU encore 6 



V * 



v/f- 



On reconnaiirait comme ci-dessus que c'est l)icn un mi- 
nimum. 
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9«. — Nous avons dit que f (x) peut changer do signe 
en passant par la valeur zero ou par la valcur infinie; nous 
avons examine le premier cas; il nous reste a parler du 
second. 

Concevons done que pour x = a, f'(x) devienne infmi, la 
fonction f{x) restant d'ailleurs finie. Si, de x = a — h a 
x = a, f (x) est positif, et qu'il devienne negatif de x = r/ a 
x=^a-\-h, f{a) sera un maximum; car la fonction f [x) 
croitra de a — /i a a, et decroilra de a h a -\- h. 

Si, de x=(i — /* a .r = r/, f [x) est negatif, ct qu'il de- 
vienne posilif de x=:^a a x=(i-\-h, f{a) sera un minimum; 
car f[x) decroitra de a — h a a, et croilra do a h a-\- h. 

Soit, par exemple, la fonction 

•2 

f(x)=l-^lx\ 

on trouve 

_i 1 

f'{X)=zX ^ = ~. 

K X 

Pour,i;=0, cetlc derivee dovicnt infinie. D'ailleurs elle est 
negative ou positive en memo temps que x ; de x= — h a 
x=:-^h elle passe done du negalif au positif; done /'(O) on 
1 est un minimum. 

Cost surtout dans la discussion dcs courbos quo Ton ren- 
contre des cxcmples de maxima on do minima donnos par 

/■' («) = yo . 

^ 4. — MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. 

93. — On dit qu'une Ibnclion /'(x% //) de deux variables 
indepcndantes est maximum pour x = a vl ij = h, lorsque la 
quantite f (a-hh^ h -\- /.) est moiiidre que /' (ft, /;), les quan- 
tites h et /.etant des accroissoments positifs ou negatifs aussi 
pelits (lueTon voudra. On dit que la fonction /" (.r, y) est mi- 
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mmtim pour x = «, y = b, lorsque, pour les memes accrois- 
semenls It ct fc, la quantite /*(fl-f- ft, b-hk) est plus grande 
que fiOyb). 

Posons fc = £ft, £ etant le rapport algebrique, d'ailleurs 
arbitraire , que I'on etablit entre k et h. Developpons 
/'(a;-f-ft, i/-f- sft) par la formule de Taylor (70); nous aurons, 
en passant f{x^ y) dans le premier membre, 



ii) 



n.4-/,,+./o-r(x,?y)=^(|+s|) 




relation dans laquelle nous supposcrons que x ci y aient les 
valeurs a et b. 

Pour que la ditference f(X'\- ft, y H- k) — f{x, y) conserve 
son signe, quels que soient les signes des accroissemenis ft 
et A', il faut que le second membre de (1) conserve son signe, 
quel que soit le signe de ft. Or, ce developpcment etant or- 
donne par rapport aux puissances croissantes de ft, on peut 
toujours supposer ft assez petit pour que le premier termc 
donne son signe a tout le developpement; il faut done que le 
terme affecte de la premiere puissance de ft disparaisse et 
qu'on ait 

(Ix (hj 

Mais cettc condilion doit elre remplie quel que soit le rap- 
port e; il faut done que Ton ait separement 

• * * 

ce sont les conditions communes au maximum et au mini- 
mum. Les valeurs x=a et y=b devront satisfaire a ces deux 
equations ; elles seront done comprises parmi les systemcs 
de valeurs qu'admettent ces deux equations. 
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94. — Supposons les Conditions (2) remplies; le systeme 
x = a, y = b pourra repondre a un maximum ou a un mini- 
mum. Pour que ce soil un maximum, ilfaut que la diffe- 
rence qui forme !e premier membre de la relation (1) soit 
negative; or, le second membre commence alors par le terme 
en /i* qui donnera son signe a tout le developpement si h est 
suffisamment petit; il faut done que ce terme en h* soit ne- 
gatif, et qu'on ait par consequent, quel que soit e, 

rtx* dx ibj d\f 

quand on mettra pour x et pour y les valeurs a et 6 donnces 
par les equations (2). Soient A, B, C les valeurs que prennent 
dans ce cas les quantites 

d'f d'f d'f 
dx- ^ dx dy ' dy^ 

On devra avoir, quel que soil £, 

(4) A4-2IU-l-C£«<0. 

D'apres les proprietes des trinomes du second degre, cette 
condition exige qu'on ait a la fois 

(5) C<0, et B^— AC<0; 

la secondc relation est necessaire pour que le trinome con- 
serve son signe, quel que soit £, et la premiere est necessaire 
pour que ce signe soit negalif. Si les relations (5) sont satis- 
faites, le systeme a; = a, y=b correspondra a un maximum. 
On verrait de la meme maniere que, pour que ce systeme 
corresponde a un minimum, il faut et il snl'fit que Ton ait a la 
fois 

(G) C>0, avec B^ — AC<0, 

95. — Exemple. Soit propose d'inscrire dans unc sphere 
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de rayon R un parallelepipede rectangle dont le volume soit 
un maximum. Rapporlons la sphere a trois axes paralleles 
aux aretes du parallelepipede; etsoiento;, i/, z les coordon- 
nees de Tun des sommets. Le volume du parallelepipede aura 
pour valeur Sxtjz^ ou, en remarquant que 



Sxy v'R^ — x' — tfj ou encore 8 ^Jxhf (R^- — x'^ — y )* . 
La fonction a rendre maximum est done 

f(x,y)=R'r-if—^Y-x'y\ 

/• 
On en tire succcssivement 

^ = 2\{'x}f — AxY — 2xif; ^ = 2W'x'y — 2x'y — ixY; 

g, =2R^y^- 1 2x^ir- 'hf ; ^ = mxij - %xhj - Sxy'^ ; 

^ = 2R^a;^— 2x'^~ 12a;V. 

Si Ton cgale a zero les derivees partiellcs ~ et ~, en sup- 

primant dans la premiere le facteur 2x'j/^, et dans la secondc 
Ic facteur 2x-//, qui donneraient des solutions etrangeres a la 
question que Ton a en vue, on obtient les deux equations 

R^ — 2.r^— //^- = 0, et R^ — a^^- 2/y^=0, 

qui donnent 

R 

\'^ 

en nc prcnant que la solution positive. Si Ton substitue ces 
valeurs dans les derivees partiellcs du second ordre, on 
Irouve apres reduction 
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Le coefficient C est done negatif ; on trouve d'aillcurs 

16 
B» — AC=— iyR% 

quantite negative; les deux conditions (5) sontdonc remplies, 

et lesvaleurs x = y= — repondent a un maximum. 

v5 

Ces valours donncnl z=: —t=] il en resulte que le parallele- 

R-* 
pipede maximum est le cube. Son volume est 8 . rr. 

5 \ 5 

96. — Si le terme en h^ dans le developpement (I) dcvc- 
nait nul pour a; = a et y^=^bj il faudrait pousser le develop- 
pement plus loin. On veirait que le tcrme on h' doit dispa- 
raitre , et que dans ce cas il y a maximum ou minimum, 
suivant que le terme en h^ prendra unc valeur negative ou 
positive. Mais cette circonstance ne se presente pas d'ordi- 
naire dans les applications. 

On pourrait aussi gcneraliscr la question qui fait Tobjet de 
ce paragraphc, et Ton recoiinaitrait, par des moyens ana- 
logues, que pour qu'une fonclioii dc phisicurs variables inde- 
pendantes deviennc maximum ou niininmm pour un systenie 
de valours de ces variables, il faut queecs valours aanulent 
les derivees particllcs du premier ordre, clc. Mais nous n'in- 
sisterons pas sur ce sujet plus cnricux qu'utilc, pour lc"[ucl 
nous renverrons aux traites plus etcndus. Pour des raisons 
analogues, nous n'examinerons pas ici le cas ou les derivees 
partielles du premier ordre deviendraieut inlinies. 

VII, AP1»LIC.VTI(1\S CKOMKTRIOIT.S 

S 1. — TANGENTES ET NORIVIALES AUX COURBES PLANES. 

91. — On sait que I'on appclle lantjenic a unc courbc, en 
un point donne de cette courbc, la limilc des |)ositions que 
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prend uiie secante meiiee par ce point, lorsqu'on la fait tour- 
ner jusqu'a ce qu'un second point d'intersection vienne se 
confondre avec le premier. 

inequation de la tangente se deduit immediatement de cctle 
definition. Soit y = f{x) Tequation de la courbe, a: et j/ les 
coordonnees du point par lequel on veut mener la tangenle, 
X -i- AX at y -\- Ay les coordonnees d'un point voisin pris sur 
la mfeme courbe. inequation de la secante passant par ces deux 
points sera, en designant par X et Y les coordonnees cou- 
rantes, et appliquant Tequation connue de la droite passant 
par deux points donnes. 

Si I'on fait tourner la secante autour du point x, y jusqu'a 
ce que le second point x -\- AX, J/ -+- Ay vienne se confondre 
avec le premier, Ax et Ay tendront simultanement vers zero, 

et — tendra vers la derivee /*' (x) ou w' de la fouction don- 

AX I \ f J 

nee f{x). En meme temps la secante tendra vers la position 
pour laquelle elle prend le nom de tangente. L'equation de la 
tangente sera done 

(1) Y-!/ = y'(X-x). 

Si Ton met pour y et pour ?/' leurs valours en x, on peut 
ecrire 

(2) Y-/-(^) = /•'(!■) (\-x). 

On voit que lorsque Tabscisse x du point de contact sera 
donnee, tout sera connu dans Tequalion (2), et il sera facile 
de conslruire la droite qu'elle represente. 

»8. — La forme de Tequation (2) suggere souvent un 
moyen geometrique simple pour mener la tangente. C'est c^ 
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9: 



qui arrive pour les courbes du second degre ; nous rcnverrons 
a cet egard aux traites dc Geometrie analytique. Nous nous 
contenterons des deux exemples qui suivent. 
I. — Soit la courbe y = x'^. On entire 

' , mx'' my 

Pour construire la tangente au 
point M, on prendra done, sur la di- 
rection de Tordonnee, une longueur o 
PN egale a my oum.MP; onjoindra Fig. i. 

ON, et par le point M on menera MT parallele a ON; ce sera la 
tangente demandce, car on a 




tang MTP = tang NOP = 



NP my 



II. — Soit la courbe ?/ 1= A logo;. On a dans ce cas 



!/' = 



A log e 

X 



Pour construire la tangente en M, 
on prendra d'abord sur Taxe des y une 
longueur OH egale a A log e ; on join- 
dra le point iixe H au pied P de I'or- 
donnee, et par le point M on menera 
MT parallele a PH ; ce sera la tangente 
demandee ; car on a 




tangMTP = tangHPO = ^p 



HO A loir e 



X 



99. — Si dans Tequation (8) de la tangente on fait 
X = j;-i-fc, h etant une quantite infiniment pelite, on 
en tire 

X = f[x)'^{'[x).h. 
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Or la formule de Taylor (64) donne pour Tordonnee f{x-{-h) 
de la courbe qui repond a Tabscisse x -hh^h valeur 

f{x + h) ={' {X) \ + i" {X) i^ H- /•"' (a;) ^+ . . . . 
II en resulte 

Y - /-(a; + /,) =- f" {X) ^^ - r {X) j^ -.... 

Ainsi la difference entre I'ordonnee de la tangente et I'or- 
donnee de la courbe qui correspondent a une meme abscissa, 
infiniment peu superieure a celle du point de contact, est une 
quantite infiniment petite da second ordre (6). II n'en pour- 
rait etre autremcnt que sif'^{x) devenaitinfini, ce que Tonne 
suppose pas. 

On considere souvcnt une courbe corame unpolygone infi- 
nitesimal, c'est-a-dire comme un polygene d'un nombre in- 
fini de cotes infiniment petits ; Tun quelconque de ces cotes est 
alors ce que Ton appelle un element de la courbe. Si M et M' 
sent deux sommets consecutifs de ce polygone, on regarde le 
cote Mi\r, ou du moins le prolongement de ce c6te, comme 
sc confondant avec la tangente en M, et Ton dil en ce sens 
que la tangente en M n'est autre chose que Telement MM' pro- 
longe. 

Cette maniere de voir suppose, d'apres ce qui precede, qu'on 
neglige les infiniment petits du second ordre, puisqu'elle re- 
vient a supposcr que le point M' infiniment voisin du point M 
est situe sur la tangente en M. Cette hypothese n^est plus 
permise dans les questions ou ii est necessaire de tenir 
compte des infiniment petits du second ordre. 

On pent presenter la memo observation sous une autre 

forme. 'Si dans I'equation dela tangente on met ~ a la place 
de /*' (x)j on peutl'ecrire 
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et il scmble qu'elle soil salisfaite pour 

\ = x-\-clx^ et Y=:j/ H-(/j/, 

c*est-a-dire qu'il semble que la tangente passe par le point 
X -f- rfx, y 4- (lij de la courbe infiniment voisin du point de 
contact. Mais, quand onfaitcette substitution, il \ient 

relation qui n'est reellenicnt une identite que lorsqu'on neglige 
Ics infiniment petits du second ordre (Gibis), 

Remarque. Lorsque deux courbes sont langentes, elles ont 
au point de contact une tangente commune ; il est done 
facile de deduire de ce qui precede que Icurs ordonnees, 
correspondantes a une abscisse infiniment peu supericure a 
celle du point de contact, est la somme ou la difference de 
deux infiniment petits du second ordre, et est par consequent 
elle-meme un infiniment petit du second ordre. 

too. — On pent avoir a mener la tangente a une courbe, 
par un point exterieur a cettc courbe, ou parallelement a une 
droite donnee. 

I. — Dans le premier cas, soient a et (^ les coordonnecs 
du point exterieur donne. Ces coordonnecs devront salisfaire 
a I'equation de la tangente, et Ton aura, en appelant tou- 
jours X et u les coordonnecs du point de contact, 

(5) ?>-y = f'(x)(x-x); 

mais on a aussi 

(4) il = f{^)' 

Ces deux relations serviront a determiner les deux inconnues 
X et tj. 

On pourrait aussi considerer ces relations comme les equa- 
tions de deux lieux geometriques dont les intersections sont 
autant de points de contact ou de solutions de la question. 
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L'un de ces lieux geometriques (4) est la courbe donnee 
elle-meme. 

II. — Dans le second cas, soil a le coefficient angulaire de 
la droite donnee. 

On devra avoir /*' {x) = a, si I'equation de la courbe est 

y=:f{x)y on plus generalement — ' ,, \'^ - = a , si Tequa- 

tion de la courbe est f(Xy j/) = (30). 
Cette relation, jointe a 

servira a determiner les coordonnees inconnues x ei y du 
point de contact. 

On pourrait aussi considerer ces deux relations comrae les 
equations de deux lieux geometriques dont les intersections 
seront autant de solutions de la question. 

Nous n'insisterons pas sur ces considerations, qui sont de- 
velop pees dans tous les traites deGeometrie analytique. 

iOi. — On appelle sous-tangente la portion de Taxe des x 
comprise entre le pied de I'ordonnee et lepied dcla tangente. 
P our I'obtenir, il suffit de faire Y=0 dans Tequation de la 
tangente, car X est alors I'abscisse du pied de la tangente, 
et la sous-tangente n'est autre chose, en valeur absolue, que 
la difference X — x cntre cette abscisse et celle du pied de 
Tordonnee. Or I'equation de la tangente , qui se reduit 
alors a 

donne 

(5) x^x=—%, 

y 

Telle est I'expression de la sous-tangente. Si ?/' est de 
memo signe que y, X — x est negatif, c'est-a-dire que le 
pied de la tangente est alors a gauche du pied de I'ordonnee, 
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si Ton adopte les convenlions ordinaires. Si xf est de signe 
contraire a j/, X — x est positif, c'est-a-dire que le pied de la 
tangente est alors a droite du pied de i'ordonnee. 
Considerons, par exemple, la courbe 



iVIlX 



y := Ae' 

on deduit de cette equation 

J/' = mAe'"^ , 

et, par consequent , 

^ £___ j^ 

'~ y'~ m' 

quantite constante. 

On voit que, dans cette logarithmique, la sous-tangente est 
constanfe, et que le piedde la tangente estsitue a gauche du 
pied deTordonnee. 

iO». — On appelle nonnale la perpendiculaire a la tan- 
gente menee par le point de contact. Si les axes sont rectan- 
gulaires, ce qui est le cas le plus frequent , surtout dans les 
applications, il suffitpour obtenirTequationde lanormale de 

changer, dans I'equation de la tangente, le coefficient angu- 

1 

laire j/' en — — , ce qui donne 

(6) Y-y=-iy\-x). 

y 

On pourrait, comme dans le cas de la tangente, mener la 
normale par un point exterieur ou parallelemcnt a une droite 
donnee; les methodes seraient les memes, mais les calculs 
sont en general plus compliques. 

i03. — On donne le nom de sous-normale a la portion de 
Taxe des x comprise entre le pied dc I'ordonnee et le pied de 

la normale. Pour I'obtenir, il faut faire Y = dans I'equa- 

7 
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lion (6) de la normale; X est alors Tabscissc dupiedde la 
normale, etX — x est, en valcur absolue, la longueur de la 
sous-normale. Or Tequation (6), qui sereduit alors a 



donne 

(7) 



-t/ = -i(X-a;), 



\ — x=yif. 



Telle est Texpression de la sous-normale. Si y et j/' sont de 
signe contrairc, X — x est negatif, et le pied de la normale 
est a gauche de I'ordonnee; si y et j/' sont de meme signe, 
X — X est posilif et le pied de la normale est a droite du pied 
de I'ordonnee. 

ExEMPLEs. I. Consideronsla parabole y^ = 2px ; on a dans ce 
cas J/' = - , et par suite yy'=p^ c'est-adire que la sous- 
normale est constante. En meme temps yi/ est positif, et le 
pied de la normale est a droite du pied de rordonnec. 

II. On sait que la cycloide est representee par les 
equations 

a; = R (a — sin a), j/=R(l — cos a), 



R designant le rayon AC du 
cercle generateur, et a Tangle 
MCA que fait avec I'axe des t/, 
ou avec CA, le rayon CM 
mene au point decrivant. On 
en tire 




Fig. 3. 



rfa; = R(l — cos a) rfa, et dj/=Rsinada, 



d'ou 



y' = in 



R sin a 



R (1 — cos a) 



R sin a 

y 



I 



Al PLICATIONS GfiOMfiTRIQUES. 99 

par. suite 

yy' == R sin a , 

c'est-a-dire que la sous-normale est la projection PA du rayon 
decrivant CM sur I'axe des x. 1 en resuite que la 7iormale i 
la cycloide en un point donn^U de cette courbe est la droite MA 
qui joint ce point au point de contact A du cercle ginirateur 
avec Vaxe desx. 

104. — L'equation (1) dela tangente et i'equation (6) de 
la normale peuvent, lorsqu'on y remplace j/' par -p , se met- 
tre respectiveraent sous la forme 

(8) A^ - dy 



\ — x Y — y' 
et 

(9) (\-x)dx-h(Y^y)dy = 0. 

Ces formes, symetriques et faeiles a relenir, sent souvent utiles 
dans les calculs. 



§ 2. — COURBES ENVELOPPES. 

i05. — Lorsque I'equation d'une courbe contient un para- 
metre arbitraire que I'on pent faire varier, toutes les courbes 
qui correspondent aux differenlcs valeurs de ce parametre 
ferment ce qu'on appelle une famillede coiirbes^On appelle 
enveloppe d'une pareille famille de courbes l_e lieu des inter- 
sections successives des divcrses courbes qui composent la 
famille, c'cst-a-dire le lieu des intersections de deux courbes 
de la memo famille dan^ Icsquclles les valeurs du parametre 
arbitraire ne different que d'une quantile infmiment petitej 
Si, par exemple, f(x^ j/, a) = 0, represente Tune des courbes 
considerces, et /'(x,j/, a-\-da}=:0 une autre courbe de la 
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meme famille ne differant de la premiere qu'eii ce que ie pa- 
rametre arbitraire a a varie d'unequantite infiniment petite, 
ces deux courbes seront dites infiniment voisines, el leur point 
d'intersection sera un des points de I'enveloppe. 

toe. — Le proeede a suivre pour trouver Tequation de 
Tcnvelop^e se tire dela definition meme. Soit f {x^ j/, a)=0 (1 ) 
I'equation de la famille de courbes considerees. Changeons 
d'abord a en a-hAa, Tequation /"(a?, ?/, a-H Aa)=0(2) sera 
une autre courbe de la mfime famille ; et les cpprdonnees des 
pnintfi fiomVhujij a ces deux courbes s'pbtien(Iraient en cher- 
chant les syslemes de valeurs de x et y^ qui satisfont a la fois 
aux deux equations. (Or on(sai^que Ton pent remgacer Tune 
de ces equations par une combinaison des deux par voie d'ad- 
dition ou de soustraction. On pent done substituer, par 
exemple, a la seconde la combinaison 

f{x,y, a+Aa) — HoJ,?/, fl) = 0, 

ou, ce qui revient au meme, 

f (x, y, a -h Aa) — f(x, y,a) __Q 

Aa 

Supposons maintenant que Ton fasse tendre Aa vers zero, 
les deux courbes deviendront consecutives, et leurs points 
communs appartiendront a Fenveloppe. Les coordonnees de 
ces points seraient done donnees par la resolution des deux 
equations 

f(x, y, a)=0, 



et 



jjj^ fi^^ y^ g-l- Aa) — f(x, y, a) ^q 



ou 



f{x,y,a) = Oy 
et 
(3) f\{x,y,a)=0. 
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Pour obtenir I'equation de I'enveloppe, il nV bura^donc 
qu'a eliminer jntre ces deux equations le paramelre a qui 
particularise les points communs. 

Ainsi, pour obtenir Vequation de Venveloppe des courbes 
representees par une Equation telle que f(x,y, a) = 0, il 
suffit d'^eliminer le parametre a entre cette Equation et sa di- 
rivee, prise par rapport (i ce paramelre. . 

ioi. II est aise de reconnaitre quechaeune des courbes 

enveloppees est tangenle a Venveloppe. Soient, en effet, AB, 

A'B', A''B" trois courbes consecu- 

tives de la famille consideree, M Tin- 

tersection des courbes AB et A'B', 

N I'inlerseclion des courbes A'B' et 

A"B^ Les deux points M ct N ap- 

partiendront a I'enveloppe; il en sera 

done de ftieme de Telement infini- 

ment petit MN ; cet element sera done commun a Tenveloppec 

A'B' et a Tenveloppe. Done Tenveloppe est tangenle a Tenve- 

loppee A'B'. On demontrerait de la memo maniere qu'elle est 

tangente a toutes les autrcs enveloppees. 

Mais cette proprietepeut etre demontree par Tanalyse de la 
maniere suivante. Puisqne Tcquation de Tenveloppe res'Ute 
de rcliminalion du parametre a entre les equations 

f{x,y,a) = et fa{x,y,a) = 0, 

onpeut, pour obtenir le coefficient angulaire de la tangente a 
Tenveloppe au point a?,;/, differencierTequation /'(x',j/,a) = 
en y regardant a comme une fonction dcxct de ?/, cette der- 
niere variable etant elle-meme fonction de ;r. On obtient 
ainsi (33, 25) 




dx *^ dy da\dx *" dy J 



df 



mais^ est nul en vertu de I'equation f\{Xy y, rt) = 0, il 
da 



102 PREMIERS fiLfiMENTS DU CALCUL INFINITESIMAL, 

reste done 

dx^y dy — ^' 

c'est-a-dire que le coefficient angulaire de la tangentc a Yen- 
veloppe au point .t, y est donne par la meme equation que le 
coefficient angulaire de la tangente a I'enveloppee au mfime 
point. Done I'enveloppee est tangente a I'ejxyeloppe. 

i08. — ExEMPLEs. I. line droite mobile coupe les axes 
90ordonn6s a des distances[d^t b de rorigine, dont la somme 
demeure C07istante; on demande l^enveloppe des positions de 
cette droite. Soit a -\- b = m, L'equation de la famille de 
droites dont il s'agit sera 

(1) --l-? = l, ou i + _J_^l. 

a b a m — a 

Egalant a zero la derivee par rapport a a, on obtient 



^ . y 



a^ {m — a)- 
et par suite 



1=0, d'ou a\Jy — (m— a)\'x=0^ 



m Jx ^ . . m Jy 

a=-—-^ — = et (m— «)= _ ^^ _ . 

\'oc-^\y \x-^\Jy 

Substituant dans (1), on Irouve pour l'equation de I'en- 
veloppe, 

(2)- {\x-h\))y = m, 

equation d'une parabole qui a pour axe la bissectrice du pre- 
mier angle des axes coordonnes, et qui touche ces axes aux 
points repondant a 

j/ = 0, a; = m, ct a; = 0, y = m. 
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On verifie aisement que celte parabole est tangenle a chacune 
desdroiles proposees; car si Ton porle dans Inequation (1) la 
valeur de j/ donnee par I'equation (2), on obticnt une equation 
du second degrc en x qui a ses racines egales. 

II. Trouver Venveloppe des ellipses qui ont meme surface 
et leurs axes diriy^s suivant les memes droites. 

Nous pouvons representcr par r.r^ la surface commune de 
ces ellipses; nous aurons alors 

TMb = t:?'-, 
d'ou 

a 
L'equalion de la famillc d'ellipses consideree sera done 

Prenanf. la dorivee par rapport a «, et supprimant Ic fac- 
teur 2a devcnu commun, on obtient 



d'ou 

a^-= — ct a- = iii — •. 

\i' y 

Substitnant dans (I), on Irouve 

(2) ±5±'^=l, 



ou 



9 

2' 
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L'enveloppe demandee se compose done des deux hyper- 
boles equilateres qui ont les axes pour asymptotes et pour 



..« 



puissance ^. 

Si Ton porte dans I'equalion (1) la valeur de y liree de 
I'equation (2), on obtientune equation en x qui est bicarree 
et qui a ses racines egales deux a deux. On verifie ainsi que 
Tenveloppe est tangente en deux points a cliacune des en- 
Yeloppees. 

§ 3. . CONVEXITE ET COURBURE DES LIGNES PLANES. 

i©9. — Uii arc de courbe, aussi petit que Ton voudra, est 
concave du cote de sa corde, et convexe du cote oppose, 
c'est-a-dire du cote des tangentes ihenees par ses extremites. 













Fig. 5. 



Fig. 6. 



Considerons un arc tres-pelil MM' (fig. 5 et6) d'une courbe 
dont I'equation en coordonriees rectangulaires est y = f(x), 
Soient x et x-\-h\es abscisses de ses extremites. 

Si, comme dans la figure 5, les tangentes MT, M'T' menees 
aux extremites de Tare MM' se coupent mi-dessous de cet arc 
(en regardant I'axe OY comme vertical pour fixer les idees), 
Pare tourne sa convexile vers le bas, c*est-a-dire vers les y 
negatifs. En memo temps le coefficient angulaire de la tan- 
gente M'T' est plus grand que le coefficient angulaire de la tan- 
gente MT; ainsi le coefficient angulaire de la tangente, c'est- 
a-dire/"' (oj), est une quantile croissante, depuis Tabscisse a; 
jusqu'a Tabscisse x -f- h. 
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Si, comme dans la figure 6, les tangenles MT et M'T' se 
coupent aU'dessus de Tare MM', cet arc tourne sa convexite 
vers le haut, c'est-adire vers les y positifs. En meme temps 
le coefficient angiilairc de la tangente M'T' est plus petit que 
celui de la tangente MT ; ainsi, dans ce cas, /"' (x) est une 
quantite decroissante , depuis Tabscisse x jusqu'a Tab- 
scisse X -{-h. 

Or, d'apres ce qu'on a vu au n^ 84, la fonction f (x) est 
croissante ou decroissante, de a; a a; -+- ft, suivant que sa de- 
rivee f" (x) est positive ou negative. On pent done dire que 
Tare MM' tourne sa convexite vers le bas ou vers le haut, selon 
que, de X a X -hh, la seconde derivec f" (x) est positive ou 
negative. 

Nous avons suppose Tordonnec croissante dans les figures 5 
et 6; les memes resultats subsistent en supposant rordonnee 
decroissante comme dans les figures 7 et 8. Ainsi, dans la 




\ 



nN 








0! 



X 



Ig. I. 



Fig. 8. 



figure 7, Tare MM' tourne sa convexite vers le bas; or le coef- 
ficient angulaire de M'T' est moindre en valeur absolue que 
celui de MT ; el, comme ils sont tous deux negatifs, /' (x) 
est une fonction qui croit algebriquement. Dans la figure 8, 
au contraire, Tare MM' tourne sa convexite vers le haut ; or 
le coefficient angulaire de M'T' est plus grand en valeur ab- 
solue que celui de MT; et, comme ils sont tous deux nega- 
tifs, /''(a;) est une fonction qui decroit algebriquement 

D'ailleurs, dans tout ce que nous venons de dire, la posi- 
tion de Taxe dcs x par rapport a Tare considere est indiffe- 
rente; done enfin une courbe y = f (x) tourne sa convexite. 
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a partir d'un point determine M ayant x pour abscisse, vers 
les -^n^gatifs on vers les y positifSy suivant que la seconde de^ 
rivie r(x) est positive ou negative pour cettc valeur de x. 

Remarque. — On verifie a I'aide des considerations qui pre- 
cedent la regie donnee au n** 86, pour reconnaitre les maxima 
ou minima d'une fonction d'une variable. Si Fordonnee d'une 
courbe a un maximum ou un minimum, en ce point la tan- 
genle doit etre parallele a i'axe des x^ et par consequent la 
premiere derivee doit etre nuUe. S'ii y a maximum, la courbe 
toume sa convexite vers les y positifs, et par consequent la 
seconde derivee doit etre negative. S'il y a minimum , la 
courbe toume sa convexite vers les y negatifs, et par conse- 
quent la soconde derivee doit etre positive. Mais ces conside- 
rations deviennent insuffisantes quand^ la secou'Je derivee 
s'annule, etil faut recourir a la theorie exposee au numero 
cite. 

iio. — Considerons, par exemple, la courbe qui a pour 
equation 

y 1= sin a; , 

et qui a la forme representee 
par la figure 9. On tire de 
celte equation 

y" = — sinjj. 

Fig. 9. 

Par consequent, on reconnait que depuis x = 0^ qui re- 
pond a I'origine, jusqu'a x = 7:, qui repond au point A ou la 
courbe rencontre de nouveau Taxe des x, f" (x) est negatif et 
que la courbe tournc sa convexite vers les y positifs. Au con- 
Iraire, depuis a; = :: jusqu'a a; = 2-, c'est-a-Jire depuis le 
point A jusqu'au point B, ou la courbe coupe, pour la troi- 
siemefois, Taxe des a;, f"{x) est positif, la courbe tourne 
sa convexite vers \esy negatifs. 

Les memes resultats se reproduisent periodiquement pour 
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les valeurs de x superieures a 2x9 ou pour les valeurs nega- 
tives de cette variable. 

lit. — II peut arriver que le coefficient angulaire de la 
tangente, o\xf{x)j apres avoir ete croissant de x = a — h 
ix = aj devienne decroissant de x = a a x = a-\-h, ou 
vice versa ; en d'autres termes, il peut arriver que I'abscisse 
aj = a correspondeaun maximum ou a un minimum de /*' (x). 
On sait qu'alors sa derivee /*" {x) prend pour .x = a la valeur 
f (fl) = 0, oula valeurf (fl)=x) (85). 

Les points qui presentent cette circonstance se nomment 
despoints d'inflexion, Ce sont des points ou la convexite dela 
courbe change de sens; si, par exemple, dea;=a — h a 
x = a^ la courbe tournait sa convexite vers les y negatifs 
de x=a a X = a H- fe, elle tourne sa convexite vers les y po- 
sitifs; ou bien c'est Tinverse qui a lieu. Dans les deux cas la 
courbe passe d'un cote a Tautre de sa tangente, c'est-a-dire 
que si elle etait d'abord d'un cole de la tangente de x=:a — h 
a x=aj elle passe de I'autre cote de x^=a a x = a H- ft. 

Dans la courbe y = s\nx (fig. 9) les points 0, A, B,... sont 
des points d'inflexion ; car pour ces points on a 

f" (x) = — sin a; = 0. 

Nous aurons occasion de reveiiir sur les points d'inflexion 
en nous occupant d'une maniere plus generale des points 
singuliers, 

ii«. — Les notions sur la courbure des ligncs resultcnt 
de la comparaison des arcs de courbe quel- 
conques avec les arcs de cercle. 

Un arc de cercle de longueur determince 
est d'autant plus courbe que Tangle aigu 
forme par les tangenles menees a ses ex- 
tremites est plus grand. Soit, par exemple, 
Tare MM'; menons les rayons OM ct OM', ^'-- ^^^ 

el les tangentes MT et M'T' qui se coupent au point . Si 
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Tare MM' a une longueur determinee, il sera d'autanl plus 
courbe que Tangle TIT' sera plus grand. Or cet angle est 
egal a Tangle MOM': on peut done dire qu'un arc de cercle 
de longueur determinee est d*autant plus courbe qu*il re- 
pond a un angle au centre plus grand; ou, ce qui re- 
yietii au meme, qu'il est d'autant plus courbe qu'il appar- 
tient a un cercle d'un rayon plus petit. Ainsi, pour U7i arc de 
cercle de longueur donnde^ la courbure varie en raison inverse 
du rayon. 

C'est ce que Ton peut voir encore d'une autre maniere. On 
sait qu'on a 

MM' = OMxarcMOM', 

ou en appelant s Pare MM', a Tangle MOM' (ou Tare qui lui 
sert de mesuredans le cercle dont le rayon est 1) et r la lon- 
gueur OM, 



s = ra, 
d*ou Ton tire 

(1) -=-. 

s r 

On prend Tangle a pour la mesure de la courbure de Tare S; 
on voit des lors que pour un arc de meme longueur elle varie 
en raison inverse du rayon. 

Le quotient — represente la courbure par unite de longueur 

de Varc s, D'apres la relation (1), elle est egale a I'inverse du 

1 

rayon ; et c'est dans ce sens que - sert de mesure a la cour- 
bure. 

113. — Pour etendre ces notions a une courbe plane quel- 
conque, on compare los tres-petils arcs de cctte courbe a des 
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arcs de cercle. Cetle comparaison peut d'abord se faire d'une 
maniere elementaire, comme il suit. 

I. Soil AB la courbe consideree dont I'equation est 



y = f(^)' 




Fig. 11. 



Soil M un point quelconque de cette courbe, dont les coor- 
donnees sont x et j/, et soient M' et M" deux points consecutifs 
trfes-voisins du premier. Par les 
trois points M, M', M", qui ne sont 
point en ligne droite, on peut faire 
passer un cercle; soit C son cen- 
tre ; joignons les rayons CM et CM'. 
Si les points M, M', M" sont tres- 
rapproches, Tare de cercle qui les 
joint differera tres-peu de I'arc cor- 
respondant de la courbe propo- 
see; et si on les rapproche de plus en plus, de maniere 
a se confondre avec le point M, Tare de cercle tendra a se 
confondre avec Tare correspondant de la courbe AB. La limite 
vers laquelle lend ainsi le cercle mene par les trois points 
consecutifs M, M', M" est ce que Ton appelle le cercle de 
courbure de la courbe au point M ; son centre est le centre de 
cotirbure^ et son rayon prend le nom de rayon de courbure. 

On voit que le centre de courbure relatif au point M est a 
la rencontre de la normale en M avec une normale M'C infi- 
niment voisine. On voit aussi qu'a la limite les deux lon- 
gueurs MC et M'C peuvent etre considerees comme egales. 

114. — Soit p le rayon de courbure CM ; designons par d^ 
I'arc infiniment petit MM', et par rfa Tangle infiniment 
petit MCM'. Cet angle, forme paries deux rayons CM, CM', 
est egal a Tangle forme par les deux tangcntes MT, M'T', et 
porte, pour cette raison, le nom d*an(jle de contlngence. 
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Puisque Tare MM' se confond avec Pare correspondant du 
cercle de courbure, on a 

da 1 ,, , ds 

ds p ' ^ da* 

Ceitefonnuleet les considerations geometriques qui precedent 
peuvent d'abord servir a trouver Texpression du rayon de 
courbure. 

Les coordonnees du point M etant x et j/, celles du point M' 
sont 

X -\- dx^ et y -\-dy ; 

la distance de ces deux points, ou Tare MM' regarde comme 
ayant pour limite sa corde, a done pour valeur 



ds = lira . \/ax* -h Aj/' , 
ou 



ds = s/dx^ -+- dy^ =: dx \Ji 4- j/'^ 

Le coefficient angulaire de MT etant y\ celui de M'T' est de 
meme j/' -+- dif ; la tangente de Tangle de ces deux droites est 
done donnee par la relation 

tangMCM'= /-y:^y : 
^ 1 -^ ?/' (!/' 4- dy') 

ou, en prenant Tare pour la tangente, ce qui est permis, 
atlendu que Tare est infiniment petit , et, en negligeant Tin- 
finimenl petit dj/' devant ?/', 
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Par suite 



ill 



P = 



ou enfin 



0) 



— dy' fdf\ 

dx] 



_ (i+y'*)' 






jy 



// 



Telle est Tcxpression du rayon de courbure. EUe ne donne 
pas pour p une valeur negative, altendu que, d'apres la figure 
qui a servi aTetablir, la eourbeloume saconvexite vers les y 
positifs, et quedeslors i/' est negatif (109). 

Si Ton fait la figure pour le cas ou la courbc AB tourne sa 
convexite vers les y negalifs, on voit 
que les calculs restent les memes, si 
ce n'est que pour avoir la langenle 
de Tangle de MT avec MT', 11 faut, en 
appliquant la formuleconnuequi donne 
la tangente de Tangle de deux droites, 
retrancher y' de j/'-f- dj/', au lieu de 
soustraire y' -h chf de y' comme tout 
a Theure. On obtient alors 




Fig. 12. 



(2) 



_ , d + i/") 



= 4- 



y 



u 



* et comme y" est alors posilif, on obtient encore pour p une 
valeur positive. 

I II. Mais on pent etablir la meme formule par les conside- 

rations analytiques qui suivent. 

Considerons d'abord deux coiirbes quelconques 

y — f[x) ct y^oix), 

qui ont un point commun repondant a Tabscisse «, de telle 
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sorle qu'on ait f(a) = (^{a). Si dans les equations de ces 
courbes on remplace x par a-\-h, h designant une quantite 
infiniment petite, on aura (64) en admeltant que de x = a 
a aj = a H- fc, les fonctions f{x) et 9 (x) et toutes leurs deri- 
vees conservent des valeurs finies, 



• • • 



et 

Si Ton a f' (a) =9' (a), les deux courbes ont au point com- 
mun la meme tangente, et Ton dit qu'elles ont entre elles un 
contact du premier ordre, et leurs ordonnees 

f(a-hh) et 9 (a 4- ft) 

ne different que d'un infiniment petit du deuxieme ordre. 

Si Ton a en outre/"" (a), = 9" (a), on dit que les courbes ont 
un contact du deuxieme ordre; et leurs ordonnees 

f(a-hh)j et 9(a-j-/i) 

ne different que d'un inOniment petit du troisieme ordre. 

En general, si les n premieres derivees prennent des va- 
leurs egalespour x = a^ on dit que les courbes ont un contact 
du n^^^^ ordre, et leurs ordonnees 

/•(a + Zi) ct 9(aH-/i) 

ne different que d'un infiniment petit de I'ordre n-h 1 . 

Si Tune des courbes est algebrique et de degre n, et qu'elle 
ait avec I'aulre courbe un contact du n^^"^^ ordre, on dit que 
la premiere courbe est osculatrice par rapport a la seconde. 

Conformement a celte definition, un cercle tangent a une 
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courbe est dit osculateur^ par rapport a cettc courbc, s*il a 
avec elle un contact du deuxieme ordre. 

Proposons-nous de trouver le cercle osculateur a une 
courbe donnee y = f (x) au point qui a pour coordonnees 
X et y. Si X et Y sonl les coordonnees de son centre, et p son 
rayon, son equation sera de la forme 

(1) , {x-Xr+{y-YY = p^. 
On en tire, en differentiant deux fois de suite, 

(2) {x-\)^y'{y-Y) = 0, 

(3) l^y^^^f{y-Y)=0. 

Pour que cc cercle soil osculateur a la courbe donnee au 
point X et i/, il faut que j/' et y" soient les mcmes pour la 
courbe et pour le cercle. Des lors Tequation (2) signifie que le 
centre du cercle est sur la normale au point commun ; car elle 
exprime que les coordonnees X et Y satisfont a Tequation de 
la normale. Quant a Tequation (3), elle exprime que le centre 
du cercle est sur la normale a la courbe proposee, au point 
infiniment voisin qui a pour coordonnees x-hdx ei y -\- dy; 
car si, dans Tequation (2), on remplace x par x -h rfx, et y 
par y -\-dy pour avoir la normale au point infiniment voisin, 
on retombe apres reductions sur Tequation (3). 

Le rayon p se deduit aisement des trois relations ci-dessus 
ecrites. La troisieme donne 

substituant cetle valeur dans la relation (2), on en deduit 

y' (1 + !/") . 



«— x= + 



,'f 



y 

8 
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et^ par suite, la relation (1) donne 



s 



c'est la yaleur obtenue pour le rayon de courbure par la pre- 
miere methode. 

On devra prendre le signe -h ou le signe — suivant que y" 
sera positif ou negatif, pour que la valeur de p, qui exprime 
une longueur absolue, soit positive. C'est-a-dire qu'il faudra 
prendre le signe -f- ou le signe — , suiyant que la convexite 
de la courbe sera tournee vers les y negatifs ou vers les y 
positifs. 

Ce calcul montre Tidentite du cercle osculateur avec le 
cercle de courbure passant par trois points consecutifs infini- 
ment voisins, tcl que nous Tavions d'abord considere. 

Nous appliquerons la formule du rayon de courbure a deux 
exemples. 

115. — I. Nous prendrons pour premier exemple Tellipse. 
De Tequation de cette courbe 

---4-i=l on tire d'abord i/'= r.-; 



d'ou 

^.^ b' f y — ^f 
^ «*V y' 

Par suite, 






2 



(3) P-+ X~"" "''^^~ 

a* if 
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On trouve, par exemple, que pour 



H5 



x = et y = by ona p=^-r 



et que, pour 



a' 
'b' 



x = a et j/ = 0, ona p= — 



b^ 
a 




Mais on peut deduire de la formule (3) une construction 
geometrique. SoitM le point ou I'on 
veut determiner le rayon de cour- 
bure; on joint ce point aux deux 
foyers F et F' ; on mene la bissec- v~p 
trice MN de Tangle FiMF'; c'est la 
normaleau point M; par son pied N 
on lui elevc une perpendiculaire NI 
terminee a I'un des rayons vecteurs MF' ; et au point I on eleve 
une perpendiculaire IC a ce rayon vecteur ; le point C ou elle 
coupe la normale est le centre de courbure correspondant au 
point M; et MC est le rayon de courbure. 

En effet, menons I'ordonnee MP. La sous-normale NP a 
pour valeur 



Fiff. 13. 



NP = J/J/' = J/X —=■ 



b^ 
a'' 



La valeur de la normale MN est done 



unvT */iiSi ^K2 . n ^ \!aY-\-b'x' 

MN=VMP -hlSP =Wi/' + — r-— a 

Soit 9 Tangle NMP; on a 

MN ^,^ MI , ,,p MN 

MI = , MC= , done MC== — =-. 

coso COS 9 cos' 9 
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Or Tangle <p est la difference des angles MNA et MF'A, qui 
onl respectivement pour tangente 

on a done 

a^y y 



b*x x-^c a* y (x-hc) — b^xy 

ang <p fl*i/« 'aY + b*^^ 4- b^cx 

b x{x-h c) 

c^xy -i- a^cy cy 

0*5* 4- b^x fr* ' 

Par consequent, 

, _ 1 _ b' _ o^b' 
^ 1 -f- iang'o 6* -i- c'j/* a*j/* •+■ b^x*' 

Substituant ces valeurs dans Texpression de MC, on obtient 



ce qui justifie la construction. 

Cette construction est applicable a Thypcrbole et a la 
parabole. 

tie. — II. Nous prendrons pour second exemplelacycloide. 
De ses equations 

x = R(a — sin a), J/ = R (1 — cos a), 

on a tire au n°105, II, 

, sin a 

?/=! • 

^ 1 — cos a 

On en deJuit 

. ,, ^-.(1 — cosa)*-j-sin'a 2 

^ -^ (\ — cos a)* ^ 1— cosa' 



^ ' 

^ r 
. 
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on Irouve ensuiie 

, , (1 — cos a) cos a — sin a . sin a , dx 

ay ^— . ^-j Tj aa = — j , 

(1 — cos a)* 1 — cos a 

on a d'ailleurs 

dx = R (1 — cos a) da. 
Par consequent 

^ dx R ' (1 — c js % ) 

Substituant dans I'expression du rayon de courbure, on 
obtient 

s 

2 ^« 



p=:-h -^^ . — ^ = 2Rv^2 sj\ — cosa=4RsinJ- a. 

R(l — cos a)* 

Or, si Ton se reporte a la figure du n° 103, on reconnait 
que I'on a 

MA = 2R sin | a. 

Done 

p = 2MA, 

c'est-a-dire que dans la cycloide le rayon de courbure est le 
double de la normale. 



§ 4. — DtVELOPPEES DE8 LIGNE8 PLANES 

ill. — On appelle d^velopp^e d'une courbe plane Ic lieu 
geometrique de ses centres de courbure. Soil ABCDE.. une 
courbe plane quelconque; ei soient A, B, C, D, E,... des 




Fig. 14. 
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points tres-rapproches sur celte courbe. Menons par ces points 

les normales Aa, B&, Cc, Dd, 
Ed;... ces normales formeront 
par leurs intersections succes- 
sives une ligne polygonale abc 
de,... Concevons matntenant 
que les arcs AB,BC, CD,DE,... 
deviennent infiniment petits ; 
les points a^ b^ c^ d, e^... de- 
viendront les centres de cour- 
burede ces arcs (113); et la ligne polygonale abcde... de- 
viendra une courbe continue, lieu deces centres de courbure. 
C'est cette courbe que Ton appelle la d^veloppee de la courbe 
ABCDE,... laquelle prend le nom de d^veloppante par rap- 
port a la courbe abcde..,. Voici Torigine de ces denomina- 
tions. 

Remarquons d'abord que si les arcs AB, BC, CD, DE,... 
sent infiniment petits, on pent ecrire (113) aA =aB, bB=bC; 
cC = cD ; dD = dE ; . . . Cela pose, imaginons que I'on enroule 
sur la courbe abcde... un fil flexible mais inextensible dont 
une extremite aboutisse en A ; puis, supposons qu'on la de- 
rouleenle tenant toujours tendu, et en faisant marcher son 
extremite libre A dans le sens de la fleche, I'autre extremite 
etant fixee quelque part sur la courbe abcde. I/extremite A 
decrira d'abord un element de cercle ayant son centre en a ; 
cetarc de cercle passerapar le point B, puisque aA = aB;etil 
se confondra avec Felement ABde la courbe donnee, puisqu'il 
a pour centre le centre de courbure a de cet element. Quand 
Textremite libre du fil sera parvenue en B, sur le prolonge- 
ment de Felement a&, le mouvement changera, et I'extremite 
libre decrira un element de cercle ayant son centre en b ; cet 
arc de cercle passera par le point C, puisque bB = bC; et il se 
confondra avec Felement BC de la courbe donnee, puisqu'il a 
pour centre le centre dc courbure b de cet element. Quand 
I'extremite libre du fil sera venue en C, sur le prolongement 
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de I'element 6c, le mouvement changera encore ; I'exircmiti 
lib re decrira un element de cercle ayant son centre en C ; cet 
arcde cercle passera par le point D, puisque cG^cD, et il se 
confondra avec Pelement CD de la courbe donnee, puisqu'il a 
pour centre le centre de courbure c de cet element. En conti- 
nuant ainsi, on voit que Textremite libre du fil decrira une 
serie d'arcs de cercles ayant leurs centres sur abcde. . . ct qui 
se confondront avec les elements successifs de la courbe 
donnee ABCDE.... En definitive, elle decrira cette courbe d'un 
mouvement continu. 

Ainsi, une courbe donnee quelconque ABCDE... peut tou- 
jours etre consideree commedecrite par I'extremite libre d'un 
fil enroulesurla courbe abcde... lieu de ses centres de cour- 
bure. Dans ce mouvement le fil enroule se diiveloppe; d'ou les 
noms de d^veloppee et de diveloppante donnes aux courbes 
abcde... et ABCDE.... 

II resulte de ce mode de description que, dans toutes ses 
positions, le fil est normal a la courbe ABCDE,... puisqu'il est 
normal aux elements de cercle avec lesquels elle se confond; 
en meme temps le fil est tangent a la courbe abcde... puisqu'il 
est toujours le prolongement d'un de ses elements. On peut 
done dire que toute iangente h la ddveloppee est normale d la 
developpantey et reciproquement, toute normale d la develop- 
pante est tangente (i la developpie. 

118. — Ces considerations geometriques pourraient sufOre 
a la rigueur pour etablir les proprietes de la developpee. Nean- 
moins, il est utile d'en donner la demonstration analylique. 

On a vu au n** 114, II, que le centre de courbure repondant 
au point d'une courbe donnee, donllescoordonnees sonto; eti/, 
est situe sur la normale en ce point a cette courbe, et sur la 
normale infiniment voisine menee par le point dont les coor- 
donnees sont iu-hdx et j/ -h rfj/, c'esl-a-dire que le lieu des 
centres de courbure est le lieu des intersections successives des 
normales a la courbe proposee, ou, en d'autres lermes, que la 
developpee est Tenveloppe des normales a cette courbe. Or, 
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on a demontre, aun** 107, que Tcnveloppe est tangeiiie a cha- 
cune des enveloppees. II est done demontre que la develcpp^e 
d'une courbe est tangente a chacune des normales k cette 
courbe, et le point de contact est le centre de courbure repon- 
dant a chaque normale. 

Cela pose, soientX, Y lescoordonnees du centre de courbure 
repondant au point x^ y de la courbe proposee, et soit p le 
rayon de courbure en ce point. On aura 

Differentions les deux membres, il viendra, apres avoir 
divise par 2, 

pdp = (X— aj)dX-i-(Y— j/)rfY-[(X— a;)c/aj + (Y— t/)dj/]. 

m 

Mais la quantite cntre crochets est nulle, attendu que le 
point X, Y est situe sur la normale [104 (9j]; il reste done, 
en divisant par p 

(1) dp=:dl.^—^-^-dY. ^5^. 

p p 

Appelons (u Tangle que la normale fait avec Taxe des x, nous 
aurons 

\—x , Y— V 

= cos(i) et ^=sma), 

P P 

et Tcquation (1) pourra s'ecrire 

(2) dp = rfX cos (I) -4- dY sin w. 

En meme temps, si dS represente I'element de la deve- 
loppee, nous aurons aussi, attendu que cet element a la di- 
rection de la normale a la courbe donnee, 

dX . dX , 

-— = cos (i) et -77; = sin 0). 
dS dS 
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Si Ton met pour cos (o ei sin (o ces yaleurs dans la relation (2), 
elle devient 

^* rfY« dS* 
(3) dp=^ + _ = _, ou dp = dS. 

Celle relation exprime que la longueur de Telement de 
la deyeloppee est precisement egale a Paccroissement infini- 
ment petit du rayon de courbure, ce qui justifie le mode de 
description de la courbe indique plus haut, et la denomina- 
tion de d^veloppee employee pour designer le lieu des centres 
de courbure. 

lie. — C'est en considerant la developpee comme Ten- 
Teloppe des normales a la courbe donnee qu'on obtient 
Tequaiion de cette developpee. 

Soil y = f(x) Tequation de la courbe donnee. On a vu ,102) 
que I'equation de la normale a cette courbe est 

ou 

(1) {\-f(x)]f'{x) + (\-x) = 0. 

Cette equation est I'equation commune de toutes les nor- 
males ; I'abscisse x du point de contact doit y etre consideree 
comme un parametre variable qui particularise la normale. 
Pour avoir I'equation de I'enveloppe des normales ilfaut done, 
conformement a la regie exposee au n° 107, eliminer x entre 
Tequation (1) et sa dcrivee prise par rapport a x. 

Aulieu de remplacer y et tf en fonction dex, dans Tequa- 
tion de la normale, il pent etre parfois plus commode d'in- 
troduire partouti/ ; il faul alors eliminer y entre I'equation de 
la normale ainsi preparee, etsa derivee prise par rapport a j/, 
regardee comme variable independanle. 

Nous donnerons quelquos exemples du calcul qui conduit 
a Tequation de la developpee. 
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i»o. — I. Nous preridrons d'abord pour example la para- 
bole i/*=2paj. 

L' equation de la normale est 

ou, en remplacant x en fonction de i/, 

ou bien 

j/'^4-2]}(p — X)t/ — VY=0. 
Differentiant par rapport a t/, on a 

(2) 3y*4-2p(p — X) = 0. 

II reste a eliminer y entre les equations (1) et (2). Pour cela 
on tire de (2) 

2|,(p_X) = -3t/S 
et en substituant dans (1), il vient 



2t/=— 2|)«Y, d'ou y^=;/p'Y\ 
Substituant dans (2) on oblient 



fT 3; 



(1) 5v/p*P=2p(X— p), 

ou 

c'est I'equation de ladeveloppee. Ellea la forme representee . 
par la figure 15. . 
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Nous ne nous arreterons pas a sa discussion. 

II. Nous prendrons pour second 
exemple I'ellipse , parce que , pour 
obtenir Tequation de la developpee 
sous une forme simple, il convient 
de suivre une marche particuliere. 

L'equation de la normale est 



123 



(1) 



ou 



V-t/ = g(X-.), 




Fig. 15. 



b^ 'x'^y b'~ b' 'x b'^' 

Prenons la derivee par rapport a Xy en regardant y comme 
fonction de x; nous aurons 

^ «*X / xy' — y \ c* , 

b' \ X' ) b'^^' 



ou 



= a*X (xy' — y) — c^xhf. 



b^x 

Mettant pour w' sa valeur —-, il vient 

^ • a^y ' 



= a*X 
d'oii 



b^x^ 



-j/H- 



a' 



c^x^ . b^x 
~¥y~ 



(il 



a^y ahj ' 



et par suite 



5: 
t7 



ViX^ 



^ 



G'l 
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Or on trouTcrait par im calcul analogue 

y*_( bY\\ 

¥-\~'^): 

il suffit pour cela de remplacer x par t/, X par Y, a par by 
b par a, et de changer par consequent le signe de c*. Ces va- 
leurs, mises dans I'equation de I'ellipse, donnent 



'aX\» 



-t='- 



ou 




Fig. 16. 



Telle est Tequalion de la developpee de Tellipse; celte 
courbe a la forme indiquee par la figure 16. 

III. Nous chercherons encore 
la developpee de la cycloide, parce 
qu'elle peut s'obtenir par des con- 
siderations geomelriques tres-sim- 
ples. Soil OHB (fig. 17) la cycloide 
consideree; M Pun de ses points; 
C la position correspondante du 
centre du cercle genera teur ; A son 
point de contact avec Taxc OX. Tragons le cercle C syraetrique 

du cercle C par rapport a 
OX; et tirons MA, qui ren- 
conlrera le cercle C en M'. 
A cause de la symetrie on 
aura evidemment AM' = 
AM , et par consequent 
MM' = 2MA. Le point M' 
sera done (116) le centre 
de courbure de la cycloide 
correspondant au point M. 
Cela pose, prenons OK = t:R, et menons HKK' parallele a 
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I'axe des y ; menons encore 00' parallele a KK' , et O'K' pa- 
rallele a Taxe OX, ct tangent en A' au cercle C Nous aurons 

0T = 0K=7uR, et 0'A' = OA. 
Or on a 

arc AM = OA = arc AM', 

puisque les cordes AM et AM' sont egales a cause de la syme- 
trie. II en resulte 

arc A'M' = tuR — AM' = O'K' — O'A' = A'K'. 

Done le point M' est sur une cyclo'ide OM'K' ayant pour 
cercle generateur le cercle C; et qui serait engendree par un 
point de la circonference de ce cercle C roulant sur OX en 
sens inverse du roulemcnt du cercle C. Or la courbe ainsi de- 
crite, lieu des centres de courbure M' de la cyclo'ide donnee, 
est la developpee de celte cycloide. 

Done la developpee de la cycloide est une cycloide egale, qui 
se serait abaissee parallelement h laxe des y d^une quantity 
igale au diamdtre du cercle generateur, et qui aurait avanci 
ou reculd paralUlement d> I'axe des x d'une quantity dgale ft 
une demi-clrconfdrence de ce cercle. 

\%ohis, — On pent remarquer que, d'apres le mode de 
description d'une courbe fonde sur I'emploi de sa developpee, 
il y a toujours une infinite de courbes qui ont la meme deve- 
loppee ; on les obtient en faisant varier la longueur du fil en- 
roule sur cette developpee commune. Toutes ces courbes ont 
les mfimes normales ; ce sont les tangentes a la commune de- 
veloppee ; et la portion de normale comprise enlre deux de 
ces courbes est conslante dans toute leur etendue; en d*autres 
termes, ces courbes sontpartout dquidistantes, 

Reciproquement, deux courbes qui ont toutes leurs nor- 
males communes et qui sont partout equidistantes, ont la 
meme developpee. Car si la premiere pent etre decritea Taide 
de sa developpee, en adoptant une cerlaine longueur de fil, 
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la seconde pourra dire decrite a Taide de la mdme developpee 
en faisant Tarier la longueur du fil d*une quantite egale a la 
distance des deux courbes. 



■n; -^ 



§ 5. — POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES 

isi. — On appelle points singuliers d'une courbe plane 
les points qui qffrent quelque particularite independante du 
tj ^\^^clioix des axes. cjl«;P>v 

D'apres cette definition, les points ou Tordonnee est maxima 
ou minima ne sonl pas des points singuliers, (car^ils perdent 
-. leur propriete quand on fait varier la direction des axes. C'est 
ainsi, par exemple, que le sommet du petit axe d'une ellipse, 
qui repond au maximum de Tordonnee quand on rapporte la 
courbe a ses axes(per|d iette propriete si Ton prend pour axes 
deux diametrcs conjugues quelconques./:. /.v, 

Nous supposerons^'abord) I'equation de la courbe resolue 
par rapport a y. ^^^^ . jRftJ^ V&^A. 

Nous aurons a considerer les points singuliers que^eu^ pre- 
senter une meme branche de courbe; puis ceux qui resuUent 
de la renpontre de plusieurs branches, [n^ ]}iA 

i««. — Points singuliers que pent presenter une meme 
branche. 

I. Points (Vinflexion. Nous avons deja eu occasion de 
parler de ces points au n° HI; ce sent ceux ou le coefficient 
angulaire de la tangente /*' (x) passe par un maximum oupar 
un minimum, et ou par consequent f" [x) deviont nul ou in- 
fini. Nous avons donne pour exemple du premier cas la sinu- 
so'ide; on peut prendre pour exemple du second cas la courbe 



9 ^ 
j/ = /i-ha;-4- YQ x\ 




Fig. 18. 
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On tire de cette equation 

Pour ic = 0, on trouve 

Le point M qui repond aux coordonnees 

x^O et x = h^ 

est un point d'inflexion. Le coefficient angulaire j/' estdecrois- 
sant pour x negatif et croissant pour a: posilif; il passe done 
par un minimum pour ic=0 ; la seconde derivee j/" prend 
alors une valeur infinie. 

On peut remarquer que quand y" est nul , le rayon de 
courbure p (H4) devienl infini ; et quand y" est infini, le rayon 
de courbure est nul. On voitdonc qu'aux points d'inflexion le 
rayon de courbure devientnul ou infini. 

i»3. — II. Pomts d^arret ou de rupture, Ces points sont 
ceux ou Fordonnee passe brusquement d'une valeur finie a une 
valeur infinie ou a une autre valeur finie. 

I. Soit, par exemple, la courbe 

Y 

Si Ton fait varier x de ^ — oo 
a 0, J/ est positif et augmente 
de a 1 , ce qui donne la bran- 
che flA. Si Ton fait varier x 
de H- 00 a 0, J/ est negatif et 
augmente de a Tinfini, ce qui 
donne la branche cb. Pour a; = 0, on a done ou uneordonnee 
finie 0A= 1, ou une ordonnee negative infinie en valeur ab- 
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solue. Ainsi Tordonnee passe brusquement d*une valeur finie 
a une valeur inGnie. 

IF. Soit en second lieu la courbe 

1 X 
y = arc . tang -= . 

Si Ton fait varier ^r de — oo a 0, j/ est negatif et varie 

de a — ^. Si Ton fait varier 

a; de +00 a 0, 1/ est positif 

X et varie d^ a + ^.Poura;=0 

Tordonnee passe done brus- 
p. 2Q quement de la valeur finie 



— ;^" a la valeur finie 



7C 

2 ' 2* 

Ce genre de points singuliers ne se rencontre que dans les 
courbes transcend antes. 



i«4. — III. Points saillants. On nomme ainsi les points 
oil le coefficient angulaire de la tangente passe brusquement 
d'une valeur finie a une autre valeur finie, et ou par conse- 
quent la courbe semble se briser et former un angle dont le 
sommetestle point saillant. 

Soit, par exemple, la^ourbe 

1 

j/ = /i-|-a;. arc tang -. 

On tire de cette equation 

i/':=arctang .-— — r. 

Or, on vient de voir que pour 
a; =0 cette fonclion passe brusquement de la valeur — ^ ^ la 
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7C 



valeur -+- ^. La courbe se brise done au point A, qui devient 

le sommet dc Tangle forme par les deux parties consecutive s 
de la courbe ; ce sommel est le point saillant. 

Ce genre de points singuliers ne se rencontre egalement 
que dans Ics courbes transcendantes. 

it5. — Points singuliers resultant de la rencontre de plu- 
sieurs branches, 

I. Points multiples. Ces points sont ceux ou deux branches 
de courbe se croisent. Cela arrive lorsque y a deux valeurs 
distinctes qui se confondent pour une valour particuliere 
de X, et qu'en meme temps j/' conserve deux valeurs dis- 
tinctes. 

On pent prendre pour exemple Tequation 



y 



=^v/^ 



d'ou j/' = 



1 7)X + 2a 



2v6 



Sj'x 



a 



Pour a; = on trouve 



et y 



■=^\/i 



La courbe a la forme indiquee 
(fig. 22) ; le point est un point 
multiple. 

Ces points se rencontrent dans 
les courbes dont I'equation conlicnt 
des radicaux d'indicepair. 




Fi''. n. 



it6. — II pout arriver que les deux branches de courbe au 
Heu de se croiser soicnt tangentes. Le point de contact est alors ce 
qu'on appelleun point multiple avec contact, et il est dit de 
premiere ou de deuxieme espece , suivant que les deux 
branches sont situees de part et d'autre de leur tangente 



commune ou d'un meme cote de cctte tangenlee 



9 
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Ce qui caraclerise ces points, c'est d'aliord que deux va- 
leurs distinctes de y se confondenl en une seule ; que deux 
valeurs de j/' se confondent cgalement en une seule ; et le 
point est de premiere on de deuxieme espece, suivant que sur 
les deux branches y" a des signes differents ou le meme 
signe. 

Comme exemple d'un point multiple avec contact de pre- 
miere espece, on peut prendre ia courbe (llg. 23) < 



yz=:x^s/l 



x> 



On a dans ce cas 



ix -+• 5x^ 



1/=: 



.If 



'-^ \/ \ + x' 



Poura;:=0, on trouve 



V = 



8-4-24X 
16 (1 



!/ = 0, y'=0, el y"=± 



Ibx' 

xy 
1 

2" 



\ 



Les deux valeurs de I'ordonnee se reduisent a une seule; il 
en est de meme des deux valeurs 
de J/'; quant aux deux valeurs de 
J/", elles restent distinctes et de 
signe different; le point est done 
un point multiple avec contact de 
premiere espece. 

Comme exemple d'un point mul- 
tiple avec contact de deuxieme espece, nous prendrons la 
courbe (fig. 24), 




Fi-. 23. 



y=:x^-{- ^x'-s/i 



X. 



On a dans ce cas 



, ^ 4a;-+-5aj^ ,, ^ 8--i-24j; + 15x 



4s/l 



X 



8{i^xy 









Fig, 2i. 



X 
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Pour a;=:0, on trouve 

les deux valours de y so reduisent 
encore a une seule, il en est de ^ 
meme des valeurs de j/'; mais les 
deux valours de y" restent dislinctes 
et ont toutes deux le memo signe. 
Le point est done bien un point - 
multiple avec contact de deuxieme 
espece. 

i^i. — II. Points de rebroussement. Ce qui caracterise 
ces points, c'est que I'ordonnce est imaginaire, soit en deQa,^^^o 
soit au dela; qu'elle a deux valours distinctes, soit au dela, 
soit en dega, qui se coniondent en une seui^ au point const- ^ 
dere, et que le coefficient angulaire y' a aussi deux valours 
distinctes qui se confondent en une seule en' ce point, \ La 
courbe presente done au point de rcbroussement deux bran- 
ches tangentes entre elles, mais qui 
ne s'etendent que d'un cote de ce 
point. Le point de rebroussement est 
ill de premiere ou de deuxidme asfece^ 
suivant que les deux branches sont si- 
tuees de part et d'autre de leur tangente 
commune ou d'un meme cote de cette 
tangente, ce qu'indiquc le signe de y", 

Soit (fig. 25) Tequation 



A 




^'■ 



Fig. So. 



y = h-Jr-X-hj^ ^% 



on en tire 



y' = 



2 ?- 



15 



et y"=^x 



Pour a;=0 on a j/:=/i, j/' = l; d'ailleurs y devient imagi- 
naire (ainsi que y') pour les valours negatives de x. De 
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plus J/" a un signe different sur Ics deux branches. On a done 
au point A un point de rebroussement de premidre espdce. 
Soit au contraire ((ig. 26) I'equation 



1 i 2 I 



on en lire 



1 
2 



y'=oH-^-+-^ 



et 



3 .- 



y"=^-^^^^ 




Fiff. 26. 



1 

Pour x== 0, on a J/ =: fc, J/' = r ; et 

y est imaginaire pour les valeurs ne- 
gatives de X, De plus, pour de tres- 
pelites valeurs positives de x^ les deux 
^ valeurs de y" sont de meme signe. Le 
point A est done un point de rebrous- 



sement de seconde espece. 

i«8. — III. Points co7ijii(ju^s (ou isoles). Ces points pro- 
viennent ordinairement d'une branche de courbe fermee qui 
se reduit a un point pour une valeur particuliere d'un para- 
metre entrant dans Tequalion 
de la courbe. lis sont caracte- 
risesparcette circonstanee que, 
en dega et au dela, Tordonnee 
est imaginaire, jusqu'a une 
valeur eonvenabledex; etqu'au 
point lui-m6mej/'est imaginaire. 




Fig. 27. 



Soit, par exemple, la courbe 



y 



s/x(x-\-a){x — b) 

m 



qui a la forme representee par la figure 27. 
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Si Ton fait rhypolhese fl=0, Tequation devient 
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xJx—b ,, , , ^x — ib 

y=-^.7—^ do" y=^ — r — T- 

2m \'x — 



m 




Poura;=0 on a j/=0. Mais pour ^ 
des valeurs positives de x moindres 
que h , ou pour des valeurs negatives 
de cette variable, y est imaginaire. An 
point lui-m6me((ig. 28), y' est ima- 
ginaire. Ce point est done un 'pomt 
conjugud. 

i«9. — Supposons main tenant que T equation ne puisse 
pas 6tre resoluepar rapport a y; soil f(Xyy) =0 cette 
equation. 

Rappelons-nous qu'on en deduit par la differentiation 
(30, 59) 



Fig. 28. 



(«) 



{b) 



df ,df n 



' '21/' ' 



(c) 



dx 



(Pf 



dx dy 



y 



d,f 






Olj' 






If 



dx^ dij 
d'f 



^^ dx dif dy' 



y 



,dr 



dxdy dy 



y 



Iff 



dy 



= 0, 



L'equation [a) donne if \ en substituant cette valeur dans 
Tequalion (6), on en tire y"; ct, en substiluant les valeurs 
de J/' et de y" dans I'cquation (c), on en lircrait j/'"; et ainsi 
de suite. 

II n'y a rien de particulier a remarquer pour Ics points 
singuliers quo pent presenter une mcme branchc de courbc. 
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Mais il peut arriver qu'au point que Ton considere on ail 
a la fois 

^^0 ct ^ — 0- 

Dans ce cas, I'equation (a) qui donnait j/' devient illusoire, el 
c'est alors Tcquation (b) qui donne cette premiere derivee, 

attendu que le lerme en y" disparait, puisque-^= 0, c'est-a- 

dire qu'alors y est donne par une equation du second degre. 

Si les racines sont imaginaires, on a affaire a un point 
conjugue. 

Si Ics racines sont reelles ct inegales, c'est un point mul- 
tiple ordinaire. 

Si les racines sont egales, il s'agit d'un point multiple avec 
contact, ou d'un point de rebroussement. Si y conserve une 
valeur reelle en dega et au dela du point considere, c'est un 
point multiple; si y devient imaginaire en dega ou au dela, 
c'est un point de rebroussement. 

Dans les deux cas, Vespece du point sera donnee par y'\ 
que Ton lirera alors de Tequation (c), attendu que y'" dispa- 
rait, puisque -,- est nul. Si les deux valours dej/' sont de 

signe contraire, on aura affaire a un point multiple de pre- 
miere espece ou a un point de rebroussement de premiere 
espece ; si les deux valeurs de y" sont de memo signe, ce sera 
un point multiple de deuxieme espece ou un point de re- 
broussement de deuxieme espece. 

Les details qui precedent suffisent pour les besoins de 
Tapplication. 

§ 6. -> COURBES A DOUBLE COURBURE 

t80. — Uiie courbe quelconque, dans I'espace, est repre- 
sentee, en coordonnees rectangulaires, par deux equations 
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entre les trois variables x, j/, 2. Ces deux equations sont celles 
de deux surfaces dont rintersection est la courbe consideree. 
Le plus souvent les deux equations ne renferment chacune 
que deux variables et se presentent sous la forme 

(1) ^=?(^), y=^(2), 

elles representent alors les cylindres qui projcttent la courbe 
sur le plan des xz^ et sur le plan des yz. 

On prend ordinairement z pour variable independante ; 
cependant, pour la symetrie des formules , il est souvent 
commode de regarder x^ y ei z comme fonctions d'une va- 
riable independante auxiliaire; on adopte alors generalement 
pour variable independante Tare s de la courbe , x^ y^ z sont 
consideres comme fonctions de s. 

131. — Expression d'lin Element de la courbe. Soient x , 
J/, z les coordonnees d'un point M de la courbe, et soient 

X -{- ^x^ y -h A?/, z -h ^Zj 

les coordonnees d'un point voisin M'. Si / represente la droite 
qui joint les points M et M', on aura, d'apres une formule 
connue de Geometric analytique a trois dimensions 



1 A / 2 2 2 

/= \ \X -HA?/ -I-A2 . 

Si I'on rapprocbe indefiniment le point M' du point M, la 
corde / de Tare MM' lendra vers Tare lui-meme, que Ton re- 
presente par ds, en meme temps que A.x, Ai/, ^z tendront 
respectivement vers dx, dj/, dz. On aura done 



ds = lim . s,/ax^ -H aj/2 4- A2^ ^ 
ou 



(2) ds=::sjdx^-hdy'-hdz\ 

L'arc infiniment petit ds est ce qu'on nomme un element de 
la courbe. 
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Si Tonprend % pour variable independante, on peut ecrire 



=-V(S)' 



d* = dn/(^)+(|)Vl, 



ou 



, en lirant y- elides equations (i) de la courbe 



(3) ds = v/[?'(z)]»+lf(z)]'-l-l . 

- iss. — Tangente. Les equations de la droite qui joint les 
points M, M' ayant pour coordonnees 

XyyjZ, et x-h/ix, J/H-Ay, z-hAz^ 
sent, en designant par X, Y, Z les coordonnees couranles, 

X — x = — (Z — 2), et Y—y = ^iZ—z). 

AZ^ ' ^ AZ^ ' 

Si Ton fait lendre M' vers M, la secante MM' tendra vers la 
tangente en M ; en meme temps 

AOJ , Aw , J . dx ^ dxi 

— et -^ , tendront vers -7- et -r^ ; 

Az Az d% dz 

les equations de la tangente sont done 

(4) X-x=^(Z-.), et Y-y = |(Z_.). 



IZ 



On peut les ecrire symetriquement sous la forme 

dx dtj dz 



(5) 



X Y — J/ 1 — z 



On remarquera que les equations (4) sont celles des tan- 
gentes aux courbes representees par les equations (1); amsi 
la projection de la tangente a une courbe est tangente a la 
projection de cette courbe, ce qu'il etait also de prevoir. 
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Considerons les points de la courbe et dc sa tangentc qui 
correspondent a I'ordonnee z-{-hyh etant une quantite inK- 
niment petite. Soient x^,y^^ z -f- fc les coordonnecs du pre- 
mier de ces points, que nous appellerons j7 ; et X^,Y^, z-hh^ 
celles du second, que nous appellerons P. D'aprcs ce qui a ete 
explique au n** 99, la difference X^ — x^ sera un infiniment 
petit du second ordre, si la courbe n'eprouve pas de discon- 
tinuite au point que Ton considere; et il en sera de meme de 
la difference Y^ — t/^. On en conclut aisement que la distance 
des points P et p est elle-meme un infiniment petit du second 
ordre, car cette distance B a pour expression 

S = v/TX.-^J' + (Y,-j,.)«-f-0. 

Or, d'apres ce qu'ori vient de dire, h etant Tinfiniment petit 
principal, les differences Xj — x^ et Y^ — j/^, sont de la 
forme fcfc* et fc'/i*, k et k' etant des coeflicients finis. On a 
done 



quantite infmiment petite du second ordre. 

On fcrait voir, commc au n° 99, que la tangenle au point 
Xy !/, z ne passe pas parle point x-hdx^ l/H-^J/j z-{-dz, etque 
si ces dernieres coordonnees paraisscnt satisfaire aux equa- 
tions de la langente, c'est parcc j^u^on neglige les infiniment 
petits du second ordre. 

fstbis. — On sait que si j:=a2-f-]J, y=6<s-f-?, sont 
les equations d'une droile, les cosinus des angles qu'elle fait 
avec les axes ont respectivemcnt pour valeur 

a b \ 



yja'-h b'-i-l \la' + ft* 4- 1 V«' + ft* 4- I 

Si Ton applique ces formules a la langenta, on aura done, 
en designant par a, g, y les angles qu'elle fail avec les axes 
des X, des y et des z, 
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dx 

,^, dz dx dx 

(o) cos a = 



\/(i) 



' /rfyV . A s/dx^-^-dy^-^-dz^ ds 



el de meme 



dy ^ dz 

cosB=-r, et cosy = -7-. 
ds ^ ds 



133. — Plan normal, Toules les perpendiculaires a la tan- 
gente menees par le point de contact sontdes noi^males; le lieu 
de ces normales est un plan perpendiculaire a la tangente et 
auquel on donne le nom de plan normal. 

Ce plan, passant par le point de contact dont les coordon- 
nees sont x^ 1/, z, son equation est de la forme 

A(X — ^)-f-B(Y — j/)-i-C(Z — ;5) = 0. 

Pour qu'il soit perpendiculaire a la droite, representee par 
les equations (4), il fautqu'on ait 

A=C.^, et B = C.^. 
dz dz 

Substituant dans I'equation precedente ces valours de A et 
de B, et supprimant le facteur C devenu commun , on 
obtient 

(7) (X-^)| + (Y-y)|+(Z-.) = 0, 

ou 

[\ — x)dx-h{Y — y)dy-i-{Z — z)dz=0, 

c'est I'equation du, plan normal. 

134. — Plans tangents. Tout plan mene suivant la tan- 
gente porte le nom dc plan tangent. L' equation generale des 
plans tangents est evidemment de la forme 

(8) [{\^x)dz--{Z-^z)dx]-\'X[{Y—y)dz—{Z — z)dy]=0, j 
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car cette equation represente un plan, et ce plan contient la 
tangente, puisque I'equation (8) est satisfaite en meme temps 
que les equations (4) de la tangente. 

Nous remarquerons encore ici que ce plan, qui passe par le 
point x^ J/, z, ne passe pas par le point dont les coordonnees 
sont X -I- dx^ y -i- dy, z -f- rfz, et que si ces coordonnees pa- 
raissent satisfaire a I'equation (8), c'est parce qu'on neglige 
les infiniment pelits du second ordre. 

tS5. — Planosculateiir. I. Considerons trois points con- 
seculifs M, M', M" sur la courbe; par ces trois points, qui 
ne sont pas generaleraent en Hgne droite, on pourra faire 
passer un plan. Si Ton fait lendrc les points M' et M" vers le 
point M, ce plan tendra vers une position limite; le plan qui 
occupe cette position limile est ce que Ton appelle le plan os- 
culateur au point M. 

Ce plan devant passer par le point M, dont les coordonnees 
sont x^ J/, 2, son equation est de la forme 

A(X— i)-f-B(Y — i/)-i-C(Z — 2)=0. 

Nous supposonsa', y, et z fonctions d'une variable auxiliaire 
independantc. 

Si X'\-dx^ y-^dy^ z-hdz soit les coordonnees du 
point M', ellcs doivent satisfaire a Tequation du plan, ce qui 
donne 

Adx-i-]Uly-hCdz = 0. 
Les coordonnees du point M" etant 

X '^- dx-h rf'x, y -H dy -h d^y, z 4- dz H- dh^ 

elles doivent egalement satisfaire a I'equation du plan, ce qui 
donne, en ayant egard a la relation ci-dcssus, 

Ad*x-hM'y-hCd'z=0. 

De ces deux dernieres equations on tirera les rapports 
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A B 

p et 7^; et, en substituant pour A et B leurs valeurs en C 

dans Tequalion du plan, et supprimant le facteur C devenu 
commun, onobtiendra 

Q. j (\ — x)(dtj(Pz — d%d'x)'h{Y—ti)(dzd'^x — (lxd*z) 
^ ^ ^ ^ (Z^z) {dxdhj — dy d'x) = 0, 



c'est Tequalion du plan osculaleur. 

On en ferait disparaitre les infiniment petits en divisant 
par d.s', si s est la variable independanle. S\x\x"^ j/', j/', z\ 2" 
representent les premieres et secondes dcrivccs de x, tj Qiz 
par rapport a 5, on pourrait ecrire 

(\—x) (y'z" — zY} -f- (Y— J/) {z'x" — xY) 

{Z^z){xY^y'x") = 0, 



equation qui ne renferme plus d'infiniment petits. 

II. Le plan osculateur contient la tangente en M ; car si 
Ton remplace X — x^ Y — j/, Z — z par dx^ dy^ dz qui leur 
sont proportionnels en vertu des equations (5) de la tangente, 
tous lestermes de Tequation (9) s'entre-detruisent. Le plan 
osculateur est done compris parini les plans tangents. 

III. Si Ton prend z pour variable independante, il en resulte 
dz= constante et dh=^{), L'equation du plan oscukteur de- 
vient alors, en divisant par dz^ : 

(9 bis) 



fdx dhj dy d'x\_ 
^^~^^\^"d^~'dz'd^)-^ 



Sous cette forme, on reconnait aiscment que le plan oscu- 
laleur au point M, dont les coordonnees sont x,y^ 2, estpa- 
rallele a la tangente au point M' ayant pour coordonnees 

dx du 
a; + dx, y + rfw, z + dz. En effet : -7- et -/ ctant les coeffi- 

dy dz 
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cients angnlaires dc la tangente en M, ceux de la tangente 
en M's'obliendrontenychangeantxen a;-4-dx et j/cnt/-f-dt/, 
ce qui donne 

dx d^x , , dii d^u . 
dz dz^ dz dz^ 

Or, on sail que pour qu'une droile, ayant pour coefficients 
angulaires a et 6, soit parallele au plan qui a pour equation 

Aaj-f-Bj/-f-C2-l-D = 0, 

il faut et il suf6t qu'on ait 

Afl + B& + C = 0. 
Dans le cas qui nouj jccupe, celte condition devient 
tPi/ [dx d*x , \ rf*.r [dy d^ij \ 

^d^^\di'^ii^'^y'^d^\rz'^d^''^y 



'dx 
dz 



'dz' dz"dzy~ ' 



egalite qui est en effet salisfaite d'elle-meme, attendu que les 
termes du premier membre s'enlre-detruisent. 

IV. On deduit encore de ce qui precede que la plus courte 
distance des tangentes menees en M et en M' est un infiniment 
petit du 3® ordre. En effet : cette distance n'est autre chose 
que la distance du plan osculateur a la tangente en M' qui lui 
est parallele. II faut done demontrer que celle-ci estun infini- 
ment petit du S^' ordre. On simplifie la demonstration en pre- 
nant la tangente en M pour axe des z^ le point M pour origine, 
et le plan osculateur en ce point pour plan des zx. I/equation 
(9 bis) du plan osculateur se reduit alors a 

car on a aj = 0, j/ = 0, 2= 0, puisque Torigine est en M, et 
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— = avec -p = 0, puisque Paxe des z est une tangente. 

Pour que le plan osculaleur se confonde avec le plan des zx^ 
et que son equation se reduise a Y = 0, il fautdonc qu'on ait 

dz* 

Cela pose, soit t/^W(z) I'equation de la projection de la 
courbe sur le plan des yz ; on aura par la serie de Maclau- 
rin (69) 



z .-^. ,r.. z* ,„, z° 



y=w(0) 4-w'(0) I + ^r(0) ^ 4- w" (0) j-|-g 

Mais W (0) est nul, puisque la courbe passe par I'origine ; 
^F (0) est nul, puisqu'elle est tangente a I'axe des z\ enfin, la 

condition -j^=z revient a W (0) = 0. II reste done 

Done si 2 est un infmimenl petit du premier ordre, comme cela 
doit avoir lieu pour le point M' infiniment voisin du point M, 
Tordonneej/, qui mcsurelaplus courte distance du plan oscu- 
lateur a la tangente en M', est un infiniment petit du 3® ordre, 
11 en resulte qu*en negligeant les infiniment petits du 
3® ordre, on pent regarder le plan osculateur en M comme 
contenant les tangentes en M ct M'. 

135 bis. — Nor male priucipale. On donne le nom de nor- 
male principale a la perpendiculaire a la tangente qui se 
trouve dans le plan osculateur. C'est Tintersection du plan 
osculateur avec le plan normal ; et Ton pourrait obtenir ses 
equations par cette consideration. Mais il est preferable d'em- 
ployer la methode suivante, qui conduit aisement a diverses 
autres consequences utiles. 

SoientM et M' deux points infiniment voisins sur la courbe; 
MT et M'T' les tangentes en ces deux points. La distance de la 
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tangente M'T' au plan osculaleur inene en M elant un infini- 
ment petit du 3® ordre, on peut, en negligeant les infiniment 
pelits de cet ordre, regarder M'T' comme contenu dans le 
plan osciilateur. Supposons que cc soil le plan de la figure. 
Soit C le centre de courbure en 
M de Tare MM' considere ainsi 
comme plan; menons CM et 
CM' ; la droite MC, normale eii 
M (1 15), sera la normale prin- ^ . 
cipale. Par Torigine des coor- 
donnees, menons les droitcs Ot 
et OV paralleles a MT et a M'T' n^. 29. 

et egales a I'unite, et joignons tt\ Le triangle MCM' peut etre 
considere comme un triangle rectiligne isocele, dont I'angle 
en C est egal a Tangle de contingcnce, que nous rcprescnte- 
ronspar ds, et dont les angles -k la base sont aussi voisins 
qu'on le voudra de 90**. Or, le triangle (Of est aussi un triangle 
isocele, dont Tangle en est egal a Tangle de contingence; il 
est done semblable au triangle MCM'; et, puisquc Ot et OV 
sont respectivement perpendiculaires aux normales MC etM'C, 
il faut que le troisieme cote tt' soit perpendiculaire a MM', et 
par consequent aussi voisin qu'on le voudra d'etre parallelea 
MC. La direction de la normale principale MC est done en de- 
finitive celle de la droite tt\ et tout se reduit a trouver cette 
derniere. 

Pour cela, soient c, yj, 1^ les coordonnees du point t\ 
5 -f- d;, -q •+- drj, ? -h d'C, seront cclles du point V. La dis- 
tance ds de ces deux points sera exprimce (151) par 



dj = vdf-l-dYi^-f-d:^ 

et si X, [X, V designent les angles que W fait avoc les axes, on 
aura (152) 

^ d; d'Q dC 

cosA=-r, cosu= ,-, cosv=v 
(h ch (h 
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Or, a, P, Y designant les angles de la tangente MT ou de la 
parallele 0^ avec les axes, on a 



5=Of.cosa, Y3 = 0^.cos3, ? = 0^.cosY, 
ou simplement, puisque Of = 1 , 

^z=COSa, yjr=€OSP, ^=COSY. 

Mais on a trouve au n** 152 



dx ^ du dz 

cosa = T-» cosS = -r^, cosy = -, 
ds ds ' ds 



On a done 



z 



^ dx dy d^ 

^~dJ' '''"d^' ^""d? 



et, par suite, 



j^ , dx J , dy ,„ , dz 



II est commode de prendre s pour variable independante ; 
on peut ecrire alors 

,^ d-x , , rf^w , ,.^ dh J 
^ ds^ ' ' ds^ ds^ 

La valeur de ds devient alors 






=*\/(£)' 



ds^ J \di> 
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et I'on trouve enfin, pour les angles X, [x, v, les valeurs 



cosX = 






viW 



m 

Ahj 



( 



d»V 



(9) ( cosiJi= 



ds' 



Vi 



ds' 



m 



dh\ 



+ -r-. 



dsy 



d' 



z 



COS V = 



ds' 



1 



\/(^: 



ds' 



d^' 
ds' 



La direction de la normale priiicipale se trouve ainsi deler- 



minee. 



i36. — Rayon de courbure. L'arc da mesure Tangle tOt' 
dans le cercle dont le rayon est 1 ; e'est done la mesure de 
I'angle de contingence MCM'. On a done, en designant par p 
le rayon de courbure MC du cercle osculateur en M (114), 



/Af\\ ^^ ^ A^ ^ ^'^ 

(10) ^^ = -,doup = ^ = 



1 



ds 



S/ 






Ms' 



Remarque I. On rcmarquera qu'a I'aide de cette valeur 
on peut ecrire les valeurs des cosinus des angles X, [x, v de la 
normale principale avec les axes sous la forme 

(11) COSA = p;rT, cosi;. = ;r;^, cosv = p 



ds'' 



ds' 



ds'' 



Remarque II. On peut observer aussi que les formules qui 
precedent sont applicables aux lignes planes; il n'y a de dif- 



10 



146 PREMIERS filfiHENTS DU CALCUL INFINITESIMAL. 

ference qu'en ce que, dans ce cas, les resultats du calcul sont 
generalement plus simples. 

njiy. — SecondecourburcDexm plans osculateurs consecu- 
tifs font entre eux un angle diedre infiniment petit, que nous 
designerons par de, et que Ton appelle Tangle de torsion ou de 
seconde courbure. On assimile cette secondc courbure a la 
courbure d un ccrcle, et Ton nommfi rayon de seconde cour- 
bure le rayon d'un cercle dont la courbure serait equivalente 
a la torsion de la courbe consideree. Si p^ designe ce rayon de 
courbure, on pose par analogic 

do 1 J, , ds 

-7- = *-, u ou p, = — . 
ds Pi' ^^ do 

Pour obtenir Tangle dO, il faudrait, dans I'equation du plan 
osculateur , changer x, y, z en x -\- dx , y -hdy, z-{-dz ^ 
et chercher Tangle des deux plans ainsi obtenus. Get angle, 
que nous designerons par dx, est Tangle de torsion correspon- 
dant a Tare ds; la torsion par unite de longueur dela courbe 

est done, au point considere, ~; et son inverse -y- est le 

(is (I'Z 

rayon de torsion ou rayon de seconde courbure. 

On peut encore suivre une autre methode et employer des 
considerations analogues a celles qui nous ont servi aux 

n**' 135 et 136. Nous renverrons 
1 , pour cette question, qui a peu d*u- 

tilite dans la pratique, a des traites 
plus etendus. 

138. — Application a riielice. 

Nous supposerons que Ton prenne 

pour axe des z I'axe de Thelice, et que 

^;^ — ^ Ton fasse passer Taxe des x par un 

j^ _, ^>f^ point A pris sur la courbe. Soit ABA' 

Y / la trace sur le plan des xy du cylindre 

f''?- ^0- sur lequel Thelice est tracee ; soit 
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r son rayon. Soil h le pas de Thelice ; nous poserons 

2^ = tang^. 

Soientaj = OQ, j/=PQ, 2=MPles coordonnees dun point 
de la courbe, et soil w Tangle que le rayon OP fait avec OX. 
Les equations de I'helice seront 

(12) a; = rcoso), j/=rsina), 2= ^^ G)=rtange.(o. 
On en tire 
d^ = — »' sin 0) do), j/ = -4-rcosG)da), fte = r tangi.dw, 



ou 



daj=— j/dw, rfj/=4-a?du), d2 = rtangi.da), 
Par suite 



ds = dii) y/r^-f-rHang*i = 



cosi' 



Les equations de la tangente sonl, en supprimant le fac- 
teur do), 



(13) 



— y X rtangi 



\ — x~Y^y~ Z — z' 



On voit, en premier lieu, que la projection de la tangente 
sur le plan XOY a pour equation 

{\-x)x-h{Y^y)y = 
ou 

\x-\-Yy = r^-, 

c'est I'equation de la tangente PR au cercle de base, menee 
par le pied P de Tordonnee du point de contact. Ondemontre 
cette propriele dans les Elements. 
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Onvoit, en second lieu, que le cosinus de 1' angle que la 

tangente fait avec Taxe OZ de Thelice, c'est-a-dire -r^, a pour 

valeur le quotient dcr tang i par -; — : , c'est-a-dire sin i, quan- 

tite constante. C'est encore une propricte connue. 

Si Ton fait Z = dans les equations de la tangente, on 
trouve 

X— a;=-p^, Y — j/= :, 

rtangt *^ rtangt 

X et Y designant alors les coordonnces du point R ou la tan- 
gente perce le plan XOY. 
On a done 



z 



PR=s/ (X — ^)' 4- (Y — !/)«= -^ =ri^; 
^ ^ ^ ^' tangt ' 

c*est-a-dire que la distance PR est egale a Fare AP ; cette pro- 
priete se demontre aussi dans les Elements. 

Des valeurs Irouvees plus haut pour do;, dj/, dz, d^, on 
tire 

dx wcosi dw a; cost d% . . 

as r ds r ' ds 

on en deduit 

d^x cosi d?/ Gos^i 

ds^ r ' ds r* * * 

d^i/ cos I dx cos*i 

Cette derniere relation montrc que la normale principale a 
une direction perpendiculaire a Taxe des z ; car elle revient 
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a cosv^O. Les deux premieres donnent 



cos*i 
— r-^ 



cos X = . = = — cos U) 



^ //cos*i \* /cos*i \^ 



el 



COSi 



COSUL= = — ^ = Sm OD 

1-7- .. . « ... X 2 |. 



. /TcosH \^ /cos*i \' 

v(— ') -^(— ») 



ce qui monlre que la projection de la normale principale sur 
le plan des xy coincide avec le rayon OP. La normale prin- 
cipale MN rencontre done Taxe de I'helice et lui est perpendi- 
culaire. 

Le plan osculateur se trouve des lors determine par la tan- 
gcnte MR et par la normale principale MN ; il fait done un 
angle constant avec cet axe. 

Enfin, le rayon de courbure est donne par la formule 

1 1 _ r , 

^ ' ' '«j;\2 fcPux 2 cos^i cos^i ' 



m 



.r 
ds 



c'est une quantite constanle. II est facile d*en deduire que le 
lieu des centres de courbure est une helice de meme pas que 
la proposee , mais tracee sur un cylindre de meme axe ayant 
pour rayon p — r ou rtang^t. 

DansThelice, Tangle de torsion et le rayon de seconde cour- 
bure peuvent s'oblenir directement comme il suit. Soient M 
et M' deux points infiniment voisins sur la courbe. Concevons 
que par Torigine des coordonnees on mene deux droites res- 
peclivement perpendiculairesaux plans osculaleurs en M et en 
M'; ces perpend iculaires feront avec I'axe de Thelice des an- 
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gles egauxai; et determineront avec cet axe un angle triedre 
dans lequel Tangle diedre qui a pour arete OZ sera exprime 
par du>. L'angle des deux perpendiculaires sera d'ailleurs dx. 
Si, dans la formule fondamentale de la trigonometrie sphe- 
rique 

cos a = cos & cos c -f- sin & sin c cos A, 
on fait 

a=:dT9 b = c=i et A = dG), 
on trouve 

cos dx = cos* i -i- sin* i . cos dw, 

ou, attendu que di et dco sont infiniment pctits , 

dT* 



1-2 



cos* 1 4- sin' t 11 ^ 1 , 



relation qui se reduit a 



d'ou 



Or 



il \ient done 



dt* . ,. dw* 



(h =z sini.do). 



, ds.cost 

dw = •; 

r 



, sinicoseds 

ch = , 

r 



d'ou 



ih sinicosi ds r 

ds ^^ r di ^^ sin i cos i 



T » 



en appelant pi le rayon dc seconde courbure. 
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§ 7. — SURFACES COURSES. - NOTIONS SUR LA COURBURE. 

ISO. — Plan tangent. On sail qu'une surface, quand on la 
rapporteadescoordonneesrectangulaires, est representee par 
une equation entre ces coordonnecs. 

Soit 

(1) f(x,y,z)==0 

Tequation de la surface consideree. Si par le point M, dont les 
coordonnees sonto;, y, z^ on fait passer une courbe traceesur 
la surface, courbe qui sera en general a double courbure, les 
equations de la tangente en M a cette courbe seront (152) 

,^. dx dy dz 

Mais, la courbe etant tracee sur la surface, les dx^ dy^ dz^ 
doivent satisfaire a la relation qu'on obtient en differentiant 
I'equation (1), savoir (55) 

(3) i!-dx+ ^dy ^^dz = 0. 

^ ' dx dy "^ dz 

Si, dans cette dcrniere relation, on remplacedx, rfj/, d^par 
les quantites X — x, Y — j/, Z — z qui leur sont proportion- 
nelles en vertu des equations (2), on trouve 

Cette relation entre les coordonnees courantes X, Y,Z de la 
tangente demeure la meme pour toutes les tangentes que Ton 
pent mener a des courbes tracees sur la surface et passant par 
le point M. Elle represenlc done le lieu de ces tangentes. Or, 
I'equation (4) etant du premier degre en X, Y, Z, represenle 
un plan ; il en resulte ce theoreme : toutes les tangentes 
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meneespar un meme point (Tune surface aux differentes cour- 
bes que Von peut faire passer par ce point sur la surface^ sont 
dans un meme plan. En raison de cette propriete, on donne a 
ce plan le nom de plan tangent. Son equation est facile a for- 
mer quand on a Tequation de la surface. 

Supposons, par exemple, qu'il s*agisse de rellipso'ide dont 
Tequation est 

On trouvera 

dx a* ' dy ~ b^^ dz^ c^ 

et ['equation du plan tangent sera , en supprimant le fac- 
teur 2, 

(\-x)x (Y-y)y (Z^z)z _. 

equation que Ton peut ecrire 

Xx \y Zz , 

a* ^ b' ^ c* 

Dans le cas de la sphere, on a 

a= b = c^R\ 

Tequation du plan tangent devient done 

Xx -h Yy -hZz = R% 

et il est facile de verifier qu'il est pcrpendiculaire au rayon 
dont les equations sont 

X = -Z et Y='^Z. 

z z 
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Les angles que le plan tangent fait avec les plans coordon- 
nes des %y^ des zx et deszy ont respectlvcment pour cosinus 

K 

dx 



df 

dfy ' 



\/(£)' 




df 

dz 



m 



dx) "^ \dij) "^ \dz^ 



(Voy. les Iraites de Geometrie analytique.) 

i40. — Normale. On nommc ainsi la perpendiculaire au 
plan tangent menee par le point de contact. Ses equations 
sont faciles a etablir. Comme la normale passe par le point 
dont les coordonnees sont x, j/, Zj ces equations sont de la 
forme 

X — x^a [l — s), . Y — 7j = b{l — ::). 

D'ailleurs, Ic plan tangent est representc par Tequation (4) 
du numero precedent. Or on sait que si une droite a pour 
equations 

x^zaz-i-m^ y = bz-hn^ 
ct si un plan est rcpresente par 

Ax-f-Bj/-+-C^4-D = 0, 

A B 

les conditions de pcrpendicularitc sont o = - el 6 = 7^. Dans 
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le cas actuel, on aura done 

\dzj \dzj 

Par consequent, les equations de la normale sont 

d/; d/; 

X-x=|(Z-.) et Y-y=|(Z-.), 
dz dz 

ce qu'on pent ecrire sous la forme plus symetrique 

X— X _ Y — y _ Z — z 

(5) /rf/\ - (df\ - (diy 

\dx) \dyj \dz) 

Les cosinus des angles que celte droite fait avec les axes 
des Xy des J/ et des z ont respectivement pour valeur 

rfr 

dx 



sf 



m 



dxl xdyl \dzj 

d[ 

dy 

IWTW 

\dy) ^ \dz 

df 

dz 



^' 



4x/ \dy) \d: 
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Remarque. Lorsque Pequation de la surface est donnee sous 
la forme 

z = <f(x,y) ou <f{x,y)—z = 0, 

la derivee du premier membre par rapport a 2 se reduit 
a —1; et si Ton represente par pet q les derivees partielles 
par rapport kxei par rapport a y (57), les cosinus des angles 
que la normale fait avec les axes deviennent 

p q —I 



s/p^-i-q^-hi' \/p*-hq^-hi' \/l)^-{-q* — i' 

En meme temps, les equations de la normale deviennent elles- 
memes 

(X— aj)+p(Z— 2)=0, 

et 

(Y-j/) + 9(Z-.) = 0, 

forme sous laquelle il est utile de les retenir. 

141. — Tout plan mene suivant la normale a une surface 
porte lui-meme le nom de plan normal. L'equation generale 
d'un plan normal est de la forme (6) 

[(X-.)|-(Z-.)g]+x[(Y-„)tf-,Z-.,)|]=0, 

X designant une indeterminee. C'estbien, en effet, Tequation 
d'un plan; et Ton reconnait aisement que ce plan contient la 
normale, car si I'on y remplace X — x, et Y — y par leurs va- 
leurs en Z — z tirees des equations (5) de la normale, Tequa- 
tion (6) est satisfaite, quel que soit Z. 

§ 8. — SURFACES ENVELOPPES. 

i4«. — Soit f(Xj J/, z, a) = 0, I'cquation d'une famille de 
surfaces qui ne different que par la valeur du paramctre a. Si 
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Ton change a en a -f- da, les deux courbes f{x, t/, ;5, a) =0 , 
et f (a;, J/, z, a-hda) = 0, seront dites inGniment voisines 
Tune de Taulre. Leur intersection sera une courbe a laquelle 
on donne le nora de caractMstique. Le lieu des caracteris- 
tiques ainsi determinees par Pintersection de deux surfaces 
iniiniment voisines, faisant partie d*une m&me famille, est ce 
que Ton appelle Yenveloppe de ces surfaces. 

La recherche de Fequation de Tenveloppe d'une famille de 
surfaces est tout a fait analogue a celle de Penyeloppe d une 
famille de courbes (106). 

Soient 

(1) f(x,y,z,a) = 0, 
et 

(2) /*(^, l/,^-i a^Aa) = 

les equations de deux surfaces de la mSme famille; leur in- 
terseclion sera representee par Tensemble des equations (1 ) 
et (2). Mais on peut remplacer I'equation (2) par la suivante, 
qui en est une consequence. 

Si Ton fait tendre Aa vers zero, Tequation (5) tendra vers 

(4) ra(x,y,z.a) = 0, 

et rintersection des deux surfaces deviendra la caracteristique 
quirepond a la valeur parliculiere a. Pour avoir le lieu des 
caracteristiques, ou Tenveloppecherchee, il suffiradonc d'eli- 
miner a entre les equations (1) et (4). 

Ainsi, pour obtenir Venveloppe dune famille de surfaces 
representees par une equation telle que f(x,y, z, a) = 0, il 
suffit d'iliminer le parametre a eiitre cette Equation et sa dM- 
vee prise par rapport a ce parametre. 

ExEMPLE I. Un plan se meat en passant constamment par 
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un point donniet en demeurant A une distance constante d^un 
second point donne ; on demande Venveloppe des positions de 
ce plan. Prenons le premier point pour origine, et faisons 
passer Taxe des z par le second point ; Tequation du plan mo- 
bile pourra etre mise sous la forme 

(1 ) X cos a -+- Y sin a -h A'Z = 0. 

On voit, en effet, que ce plan passe par Torigine. De plus, 
sa distance a un point situe sur Paxe des z a une distance h de 
Torigine est exprimee par 

A7i 



quantite constante qui peut etre regardee comme donnee, ce 
qui determine k. Le parametre arbitraire est ici Tangle a. Si 
Ton differentie Tequation (1) par rapport a ce parametre, on 
obtient 

(2) — X sin a -+- Y cos a = 0. 
L'equation (1) peut d'ailleurs s'ecrire 

X cos a -f- Y sin a = — kZ, 
Elevant au carre et ajoutant, on obtient 

(3) X*-hY*=fc*Z% 

c'est I'equation d'un cone a base circulaire, comme on pou- 
vaits'y attendre. 

II. Touver Venveloppe des spheres de meme rayon dont les 
centres sont sur une circonfirence demise. L'equation de la 
sphere mobile est 

(1) (x_a)'+(t/ — p)» + z«=r', 

en prenant pour axe des z ia pcrpendiculaire elevee par le 
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centre du cercle donne sur le plan de co cercle. En meme 
temps on a 

Eliminant d^abord ^ entreces deux equations, on obtient 

(2) a;«-f-t/«-+-2« — 2ax — 2VR*— a*.j/-i-R'— r' = 0. 
Differentiant par rapport a a, on trouve, apres avoir divise 
par 2, 

(5) . -X- ''■' 



V/R' — a' 



il'oii 



Rx 



2 l_ /.!« 



ei 



V R^ — a 



\x^ 4- y 



i_ R// 



s/x^' + y 



Subslituant dans (2) et reduisanl, on obtient 



(4) a;'-i-?/'— 2Rs/a;^ + j/'-H2*-f-R' — r' = 0, 

c'estl'equation d'un tore^ comme on pouvait le prevoir. 

143. — En chaque point d'une caracteristique, le plan 
tangent est le meme pour Tenveloppe et pour Tenveloppee. 
Soient, en elfet, S^, S^, S3 trois surfaces consecutives de la 
meme famille; AB I'interseclion de S^ et S^, A'B' I'intersec- 
tion de S, et de S.. Les deux courbes AB et A'B' seront deux 
caracteristiques infmiment voisines ; par consequent, deux 
courbes infiniment voisines sur Tenveloppe. Soit M un point 
quelconque de la caracleristique AB ; joignons-le a un point M' 
infiniment voisin sur la caracteristique A'B', et menons MT 
tangent a AB en M. La droite MT, tangente a une courbe tracee 
sur la surface Sj et sur Tenveloppe, est tangente a ces deux 
surfaces. La droite MM', corde d'un arc infiniment petit, se 
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confond avec sa tangente en M, c'est-a-dire avec une tangente 
en M a la surface S, ou a Tenveloppe. Done le plan des droites 
MT et MM' est tangent en M a la sur- 
face S, et a Tenveloppe ; done ces 
deux surfaces ont le meme plan tan- 
gent au point communM. Or, ce point 
M est un point quelconque de la ca- Fig. 31. 

racteristique AB. Done enfin Tenveloppe et I'enveloppee S, 
ont les memes plans tangents aux differents points de la 
courbe commune AB; done ces deux surfaces sont tangentes 
le longde cette courbe. On en dirait autant d'une enveloppee 
quelconque. 

Mais on pent aussi demontrer cette propriete par I'analyse. 

Soit 

(1) f(x,y,z,a)=0 

Tequation de la famille de surfaces consideree, et 

9 (x, J/, ;5)=0 

I'equation de Tenveloppe resultant de Telimination du para- 
metre a entre Tequation (\) f= et sa derivee par rapport a a 

p) % = »• 

L'equation du plan tangent en un point M d'une cfiracteris- 
tique, point situe sur la surface (1), est (139) 

,4, ,x-x)|+(V-,)|-H,Z-,)|=0, 



et l'equation du plan tangent au meme point M, considere 
comme situe sur Tenveloppe, est de meme 



(5) (X-x)S + (V-,)e+/-.)"J=o. 
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Mais Tcquaiion y (x, j/, 2) = n'est autre chose que Te- 
quation (1) dans laquelle a est remplace par sa valcur en 

x^y^z tir^e de -p = ; on aura done les derivees partielies 

-p, -p, -p, en diffcrentiant Tequation (1), pourvu qu'on y 

regarde a comme une fonction de a;, y^ %. On trouve ainsi 

(29, 23) 

d^ df df da 

di'^di'^d^'di' 

d^ df df da 

dy dy da' dy^ 

do df df da 

dz dz da' dz' 

Mais, en vertu de Tcquation y- = 0, qui est une des equa- 
tions de la caractcristique, ces relations sc reduisent a 

d^ _df d^ __ df d^ df 

dx ~~ dx' dy ~ dy'* dz dz 

Par consequent, les equations (5) et (6) sonl identiques. 
Ainsi done, en tous les points d'une meine caracteristique 
Tenveloppe et les surfaces enveloppees ont les memes plans 
tangents. Done enfm chaque envelopp^e est tanyente h V enve- 
loppe^ et la caracteristique est la ligne de contact, 

II serait facile de verifier cette propriete sur les cxemples 
trailes plus haut. 



§ 9. — COURBURE DIS SURFACES 

144. — Courbure des surfaces, Le mot courbure^ applique 
aux surfaces, n'a pas en Geometric un sens plus precis que 
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dans le langage ordinaire ; et il n'existe aucune quantite ma- 
thematique qui en soil la mesure. On juge de la courbure 
d'une surface en un de ses points par celle des differentes 
lignesquc Ton peutfaire passer sur la surface par ce point. 

On peut remarquer d'abord qu'il suffit de considerer les 
lignes planes tracees sur la surface. Car si AB est une courbe 
a double courbure mence sur la surface par le point M, son 
plan osculateur, passant par les trois b^ 

points conseculifs M, M% M", deter- 
mine dans la surface une section 
plane ab qui a deux elements consecu- 
tifs MM' et M'M"ou trois points conse- Y^ 
cutifs M, M', M" communs avec AB, Fig. 32. 

et qui, par consequent, a le meme cercle osculateur et le 
meme rayon de courbure. 

Kous allons chercher les relations qui existent entre les 
rayons de courbure des differentes lignes planes que Ton peut 
mener sur la surface par un meme point M. 

145. — TMoreme de Meunier, Soil MT une tangente quel- 
conque menee a la surface par le ^^ ^,, t 

point M; et soit MN la normale aTTT"""" ^ -^^.^^ 
a la surface au point M. Le plan a ^ ^ b 

TMN sera un plan normal (141). 
11 coupera la surface suivant une 
courbe AB, que Ton appelle une 
section normale, et dont le centre ^ 

de courbure sera en un certain Fig. 33. 

point C sur MN. Nous designerons par p^ 'e rayon de courbure 
MC de la section normale AB. 

Par la memo tangente MT, faisons passer un second plan; 
il coupera la surface suivant une courbe «/;, que Ton peut 
appeler una section oblique ; son centre de courbure sera situe 
enun point c sur la normale Mn a cette courbe. Nous designe- 
rons par p le rayon de courbure Mc de la section oblique fl&. 

11 
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Soit V Tangle des deux normales MN et Mn. 

La premiere de ces normales, qui est la normale a la sur- 
face/faitavec les axes coordonnes des angles dont les cosinus 
ont respectivement pour valeur (140) 

P 9 —1 



La seconde, qui est la normale prineipale de la courbe ab^ 
fait avec les memes axes des angles qui ont pour valeur (136) 

d^x dHj dh 
^di'' ^rf?' ^d?' 

Or, on sail que si deux droiles font avec les axes, I'une 
des angles a, 6, c, Tautre des angles a\b\c\ Tangle V de ces 
deux droites est donne par la relation 

cos V = cos a cos a' -{- cos b cos b' -+- cos c cos &. 
On a done, dans le cas actual, 

(1) d^x (Py d^z 

,, ^'"'ds^'^^^ds^'^^d? 
cos V = ________ 

d-x d^y dh 
Pds^'^^~(l^~di' 



f 



yjp^-hq^-hl 



Mais la courbe ab etant tracee sur la surface, dontTequation 
pent etre supposee donnee sous la forme 2 = /' (a;, j/) , on 
pent appliquer Tequation (9) du n^ 57 , en prenant, au lieu 
d'une variable independante et quelconque. Tare s de cette 
courbe. On pent done ecrire, en mettant s a la place de a, et 
9j a la place du coefficient different iel 6', pour eviter toule 
confusion, 

dh fdxV ^ dx dy (dtjy d^x d^y 
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On tire de cette relation 

d^x dSi d^z r (dx\* , ^ dx dy Jdy\*l 

et, en substituant dans (i), 



(2) V 

^ ' cosV = p. 






Concevons maintenant que Ton fasse varier la section 
oblique menee par la langenle MT, Tangle V variera ; il en 
sera de mdme de p ; mais les deux points M el M' ne cessant 
pas d'appartenir a la section oblique, les accroissements 

dx^ dy^ dz ne changeront pas; les coefficients -^, -j- reste- 

ront done les memes. D'ailleurs les coefficients p, q, i\ 5, t qui 
ne dependent que de Xj j/, n'auront pas varie. 11 en resulte que 
la quantite qui mulliplie p dans le second membre de I'equa- 
tion (2) conservera sa valeur ; en la designant par K on peut 
done ecrire 

cos V = p . K. 

Cette formule, etant generale, aura lieu encore pour V = 0, 
auquel cas la section consideree se confondant avcc la section 
normale, p se changera en p^. On peut done ecrire aussi 

l=po.K. 

En divisant ces deux egaliles membre a membre on en tire 

cosV=-, d'ou p^p^cosV, 

OU 

M(^ = MG.cosV, 
ce qui montrc que le raijon de courbure de la section oblique 
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est la projection, sur le plan de cette section, du rayon de 
courbure de la section normale. 

Cette proposition remarquable est connue sous le nom de 
Thdordme de Meunier. 

On pent lui donnerune forme encore plus frappante. Si Ton 
decrit une sphere de C comme centre avec MC pour rayon, le 
plan TMn la coupera suivant un petit cercle dont le centre 
sera c. Ainsi, les cercles suivant lesquels les divers plans qu^on 
pent mener par une meme tangente coupent cette sphere sent 
les cercles osculateurs des sections correspondantes. 

146. — Indicafrice. Avant de comparer les courbures des 
sections faites suivant une meme normale, il est utile d'etablir 
une propriete des surfaces dont nous aurons a faire usage. 

On nomme indicatrice d'une surface courbe en un point 
donne de cette surface , son intersection avec un plan mene 
parallelemont au plan tangent a une distance inGniment petite 
de ce plan. — Comme il s'agit d'etudier une propriete inde- 
pendante du clioix des axes, on simplifie le calcul en prenant 
pour plan desxy le plan tangent lui-meme, etpour axe des z 
la normale. Quant a la direction des deux axes des x et des y, 
nous la laisserons indeterminee pour le moment. 

Soil z = f{x,y) I'equation de la surface rapportee a ce 
sysleme d'axes. 

On a vu (71) qu'en developpant la fonction f {x, y) par la 
formule de Maclaurin on pent ecrire 

Si Ton fait ;si=/i, la leltre /i reprcsenlant une quantite in- 
(iniment petite, positive ou negative, on aura Tequalion d'un 
Ian parallele au plan tangent et intiniment voisin de ce 
an ; son intersection avec la surface sera done Tindicatrice ; 
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et comme celle-ci se projelle en vraie grandeur sur le plan 
des xtj qui iui est parallele , on aura son equation en rem- 
plagant z par h dans Tequation (1). Mais cette equation pcut 
etre simplitiee. En premier lieu, h etanlinfiniment petit, il en 
sera, en general, de memc des coordonnecs x eiij des points 
communs a la surface et au plan z^=h] on pourra done ne- 
gliger les termes affecles des puissances de j; et de y superieures 
a la seconde. En second lieu, la surface passant par I'origine, 
on a f{0, 0) = 0. Enfin, le plan dos xy elant le plan tangent, 

les derivees parlicllcs -— ci -j- s'annulent pour Toriginc , 

c*est-a-dirc pour j; = et j/ = O.Car il faut que Tequalion du 
plan tangent, qui, dans le cas de z =zf{x, y) est 

(x-x)g + (y-,)|-(z-.)=o. 

sc reduise a Z= pour x = 0, j/^O, :j=0, indepcndam- 
mentde X et de Y, ce qui exige que les termes en X et Y dis- 
paraissent. Si done on pose pour abreger 






drl 



il restera pour I'equation de I'indicalrico 

2h=r,x'-{-2s^xy-ht,y\ 

On pent meme la simplifier encore, car, la direction des 
axes des x et des y elant jusqu'ici indeterminee , on pent la 
choisir de maniere a faire disparaitre le ternie en x y. 11 resle 
alors 

(2) 2h=r,x'-^l„f. 

141. — Si Vq et t^ sont de mome signe, il faut, pour que 
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cette equation represente une courbe reelle, donner le meme 
signe k h\ ce qui veut dire qu aux environs du point de con- 
tact la surface est tout entiere d'un meme cdte du plan tan- 
gent. L'indicatrice est alors une ellipse. Elle se reduit a Pori - 
ginepourfc = 0. 

L'ellipsoiide, ie parabolo'ide eliiptique et Thyperboloide a 
deux nappes offrent Texemple du cas dont nous parlous. 

Si r^ et tf^ sont de signe contraire, on pent donner a h le 
signe -I- ou le signe — . Ainsi la surface s'etend alors des deux 
cotes du plan tangent. — Pour h positif ou pour h negatif, 
Pindicatrice Qst une hyperbole; mais les deux hyperboles, pro- 
jetces sur le plan des xy, soni conjuguees ; c'est-a-direqu'elles 
ont les memes asymptotes ; mais que si Tune est situee dans 
le premier et le troisieme angle des asymptotes, Pautre est 
situee dans le deuxieme et le quatrieme. Elles se reduisent 
toutes deux a leurs asymptotes pour /i^O. L'hyperboloide a 
une nappe etle paraboloide hyperbolique offrent Pexemplede 
ce cas. 

Si Ton a ^^^ = 0, Pindicatrice se compose de deux droites 
paralleles a I'axe des x el infiniment voisines. Elle se reduit a 
Paxe des x pour /t = 0. 

Si Pon a ^^=0, Pindicatrice se compose de deux droites 
paralleles a Paxe des j/,et elle se reduit a cetaxe pour /i=0. 
Le cylindre est un exemple de ce cas. 

II en est de meme du cone, parce qu'un plan infmiment 
voisin du plan tangent coupe la surface suivant une parabolc 
qui degenere en deux droites paralleles. 

148. — Theoreme d^Euler, Nous pouvons maintenant re- 
prendre Petude de la courburc des surfaces, et comparer les 
courbures des sections planes failes suivant une meme nor- 
male. — Supposons, commetout a Pheure que soit le point 
de la surface que Pon considere, que XOY soit le plan tangent 
et OZ la normale. Soit ZOU un plan quelconque mene suivant 
cette normale, et OA son intersection avec la surface. Soit M 



z 

I 
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un point de celte intersection tres-voisin du point ; soil MP 
son ordonnee. Joignons OM ; menons MH parallele a OU, et 
MB perpendiculaire a OM. Enlin soit C le milieu de OB. 

Lecerclequi, dans leplan ZOU, alepoint C pour centre et CO 
pour rayon tendra vers le cercle oscu- 
lateur de Tare OA en 0, quand le point 
M se rapprochera indefiniment du point 
0. Car, dansle triangle OGM, Tangle en 
C tendant vers zero, les angles egaux 
COM et CMO tendent vers 90*^ ; et par 
consequent CM tend vers une perpen- 
diculaire a la corde OM, ou vers une 
normale a Tare OM. 

En appelant p le rayon de courbure 
de la section OA au point 0, on a 
done 




lim.0C=lim.i0B = lim.^ (^^^^M 



1- 1 All r *'ll' 
= lim . -y OH -4- lim . ^yTrn. 



Or, 



Done 



lim.^^ 011=0. 



p = lim . 



mi 
ou 



ou, enposant OH^/i el JlH = t^, 

p=lirn.^ 



Mais si represente Tangle XOU, et u peuvent etre regar- 
descomme les coordonnees polaires du point M dansun plan 
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parallelea XOY. Ceplan coupe la surface suiyantrindicatrice, 
dont Tequation est 

ou, en coordonnees polaires, 

tt* (r^ COS* e 4- ^0 sin* 6) = 2 fc. 
Or, a la limite, on a 



9 = 



2/i' 



d'oii 



1 _ 2ft 



• 



Done enfin 



1 

(3) - — tocos^e 4- fosin'^- 

9 

Supposons d'abord que rindicatrice soil une ellipse. 
Soient R^ etR^ le maximum et le minimum des valeurs de p , 
correspondantes a = et a 0^90*" ou vice versa ^ on aura 

1- t 1-/ 

Par consequent 

1 I 1 

(4) - = t>- cos*6 4- TT sin^O. 

Changeons en 4- 90** ; et soil p^ la valeur correspondante 
de p ; on aura de memo 

11 1 

(5) — =z ~- sin'O 4- tr cos' 6. 

Pi ^\ 1^2 
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En ajoutant membre a membre les relations (4) et (5) , on 
obtient 

c'est-a-dire que la somme des courbures de deux sections nor- 
males perpendiculaires entre elles est une quantity constante. 
La formule (6) est connue sous le nom de th^ordme d'Euler, 

Dans le cas ou Ton a 7'o = t^ , c'csl-a-dire ou I'indicatrice 
est un cercle, il en resulte R^ =5^ ; et Ton a p =R^, indepen- 
damment del'angle 0. Les points d'une surface qui jouissent 
de cette propriele que la courbure des sections normales est la 
meme dans toutes les directions portent le nom d*ombiIics. 

Dans rellipsoide, par exemple, il y a quatre ombilics : ce 
sent les points ou le plan tangent est parallele a une section 
circulaire ; car, en ces points, I'indicalrice est evidemment un 
cercle. 

149. — Supposonsfg et t^ de signes contraires ; endonnant 
h h des valours positives et negatives et operant comme ci- 
dessus, ontrouvera 

(7) * = ± fi- cos^O — :^sin*0 

Le rayon de courbure p a, dans ce cas, deux niinimums R^ 
et Rj repondant a 0^0 et a 6 = 90'' ; et il devient infmi 
j)our 



.ange:=-Y/|; = ±Y/_;». 



ce sont les directions asymjitotiques. 

En resume, on voit, par la relation p = —-^ que le rayon 

de courbure d'une section normale est proportionnel au carre 
du rayon vecteur de I'indicalrice. 



f 
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Les sections normales pour lesquelles le rayon de courbure 
est un maximum ou un minimum, portent lenom de sections 
principales, et les courbures correspondantes sont diles des 
conrbures principales. En chaque point de la surface, les 
sections principales sont perpendiculaires entre elles. 

La recherche des rayons de courbure des surfaces pent 
donner lieu a des cas singuliers^ qui sont sans interet dans 
les applications, et pour lesquelles nous renverrons aux trai- 
tes plus etendus. 

150. — Lignesde courbure. On appelle ligne de courbure 
d'une surface, toute ligne traceesur cette surface, et jouissant 
de la propriete que les normales a la surface, en chacun des 
points de cette ligne, sont les generatrices d'une surface de- 
veloppable. 

On sait qu'une surface developpable est le lieu des tan- 
gentes a une courbe a double courbure, a laquelle on donne 
le nom A' arete de rebroussement. Soient M et M' deux points 
infiniment voisins sur la ligne de courbure, et dont les coor- 
donnees sont a;, j/, z^ ci x-h dx, j/ H-dj/, z-{- dz, Soient N 
et N' les points ou les normales a la surface menees en M et M' 
touchent I'arete de rebroussement de la surface developpable. 
Celte arete de rebroussement etant une courbe a double 
courbure, ses tangentes en N et en N' ne sont pas dans un 
meme plan, mais leur plus courte distance estun infiniment 
petit du troisieme ordre (135, IV) ; si done on neglige les in- 
finiment petits decet ordre devant ceux d'un ordre inferieur, 
0:1 peut regarder les normales consecutives MN et M'N' 
comme situees dans un meme plan, et comme concourant 
en un certain point C, dont nous designerons les coordonnees 
par X et Y. 

Supposons I'equation de la surface donnee sous la forme 
z:=f(x,y)y et designons par p eiq les derivees partielles de 
la fonction z, par rapport h x eia tj. Le point C etant sur la 
normalo MN, on aura, en vertu des equations de cetle nor- 
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male (140) 

(\ — x)-i-p{Z—z)=0 
et 

(Y-j,) + g(Z-2) = 0. 

Mais le point C se irouvant aussi sur la normale M'N', il 
faut que ces deux equations subsistent quand on y remplacera 
les coordonnees x^ j/, z du point M par les coordonnees 
x-i-dx^ y '\-dy, z-i-dz du point M', sans faire varier X, Y 
et Z, ce qui revient a dire que I'on pent egaler a zero les dif- 
ferenlielles des premiers membres des deux equations ci- 
dessus, en regardant X, Y, Z comme constants, et z, bien en- 
tendu, comme fonction dc x et de j/, ce qui donne, en posant 
toujours 

^^,, ^ = 'h^s et ''^^f 
dx ^ dij dx ' ' d\j ' 

— dx — p{pdx-^qdii)'\-{rdx-\-sdy) (Z — ::•) = 0, 

d'ou 

2_.^ (\-hp')dx-hpqdy 

rdx-hsdy ' 

et 

— dy — q {pdx -f- qdy) -+- (sdx -f- tdy) (Z — v) = 0, 

d'ou 

2 .^ {l-hq-)dy-hpqdx 

sdx -f- Ubj ' 

et par consequent 

.^. (l-hp^)dx-hpqfhi ^ {\-^q*)dy-^-])qdx 

^ ' rdx 4- sdy sdx -h tdy 

Telle est la relation a laquellc doivent salisfaire les accroisse- 
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ments infiniment petits dx ei dy, pour que Ic point M' soil sur 
la ligne de courbure passant par le point M. Ayant I'equation 
de la surface, on peut regarder les quantites p, q^ r, 5, t 
comme des fonctions donnees de x et de y, la relation (1) est 
done Tequalion differentielle de la ligne de courbure passant 
au point M, ou plutot Tequalion differenlielle de sa projection 
sur le plan des xy. Et si Ton savait en deduire la relation qui 
lie y h X, cette relation, joinle a I'equalion de la surface, de- 
terminerait completement la ligne de courbure. 

On voit que la recherche des lignes de courbure depend du 
calcul inverse du calcul differenliel, c*est-a-dire du calcul 
integral. 

151. — Mais on peut, sans remonlcr a la relation primi- 
tive entre x et j/, qui caracterise une ligne de courbure, de- 
montrer une propriete importanle de ce genre de lignes. Divi- 
sons par dx les deux termes de chaque membre de Tequa- 
tion (1). Posons, comme d'habilude, 

rfj/ , 

dx~^^' 

puis chassons les denominateurs et ordonnons par rapport 
aux puissances decroissanles de ?/', il viendra 

I —\{\^f)s — mr]=0. 

Cette equation etant du second degre en t/', elle montre deja 
qu'il y a en general deux directions a prendre sur la surface, 
en partant du point M, pour y tracer une ligne de courbure. 

Mais, comme il s^agit ici d'une propriete gcomelriquc inde- 
pendante de la position des axes, nous pouvons les choisir de 
maniere a simplifier le calcul. Nous prendrons, comme au 
n° 146, le point M pour origine, le plan tangent en M pour 
plan des xy^ et nous dirigeronsTaxe des a?, et par suite Taxe 
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des I/, de maniereafaire disparaitre leterme en xy dans Inequa- 
tion de I'indicatrice. Ce choix d axes suppose les valeurs 

p= 0, g = 0, et s = 0. 

L'equation (2) se reduit done a 

(3) (r -t)y' = 0. 

Si le point M que Ton considere n'est pas un ombilic, et 
que r soit different de t^ cette equation donne J/' = 0; et 
comme elle a perdu son premier lerme, elle donne aussi 

Les deux directions indiquees par ces valeurs sont done per- 
pendiculaires enlre elles. 

Or, on a vu au n° 146, que les plans des zx etdes zy que 
nous avons choisis sont precisement les plans des sections 
principales faites au point M. C'esl done dans la direction des 
sections principales au point M qu'il faut marcher sur la sur- 
face en partant dece point, pour tracer sur la surface une ligne 
de courbure. 

II resulte de ce qui precede : V qu'en chaque point M d'une 
surface, sauf les points singuliers dont il n'est point question 
ici, passenl deux lignes de courbure; et que ces deux lignes 
de courbure sont perpendiculaires entre dies; 2"" que ces 
lignes de courbure onl chacune un element commun avec 
une des sections principales, ou , plus exactcment, qu'elles 
ont pour tangente en M la langente en ce point a la section 
principale correspondante. 

II en resulte encore qu'on pcut tracer sur une surface deux 
systemes de lignes de courbure qui la divisent en quadri- 
laleres curvilignes ayant leurs angles droits. 

On voit que les lignes de courbure tirent leur nom de ce 
qu'en chaque point elles ont la direction qui repond au 
maximum et au minimum de courbure en ce point. 
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i5t. — Dans les surfaces cylindriques, le plan tangent en 
un point est tangent tout le long de la generatrice qui passe 
par ce point; les normales a la surface menees par les divers 
points dc cette generatrice sont done comprises dans un 
meme plan perpendiculaire au plan tangent; or le plan est 
compris parmi les surfaces developpables. Les generatrices 
d'un cylindre ferment done un premier systeme de lignes de 
courbure. Le second systeme est forme par les sections droites, 
qui sont des courbes perpendiculaires aux generatrices. 

Dans les surfaces coniques, le plan tangent en un point est 
egalement tangent tout le long de la generatrice qui passe par 
ce point; et Ton enconclura comme ci-dessus que les genera- 
trices du cone ferment un premier systeme de lignes de 
courbure; le second systeme est forme par les courbes qui 
coupent toutes les generatrices a angle droit. On appelle ces 
courbes les trajectoires orthogonales des generatrices. Dans 
le cdne de revolution, ces trajectoires ne sont autre chose que 
les paralleles de la surface. 

Plus generalemcnt, dans les surfaces developpables, le 
plan tangent en un point contient, comme dans toutes les sur- 
faces reglees, la generatrice qui passe par ce point, mais il 
pent aussi etre considere comme contenant la generatrice infi- 
niment voisine; car ces deux generatrices elant tangentes aux 
extremites d'un meme element de I'arete de rebroussement, 
leur plus courle distance est un iufmiment petit du troisieme 
ordre (155, IV). ILep resulte que le plan tangent en un point 
est tangent tout lelorig de la generatrice qui passe par ce point. 
Done encore les generatrices ferment un premier syslemedc 
lignes de courbure, et le second systeme est forme de leurs 
trajectoires orthogonales. 

Dans les surfaces gauches, deux generatrices inliniment 
voisines ne peuvent pluselre considcrees comme situees dans 
un meme plan , et le plan tangent en un point de la surface , 
bienque contenant la generatrice qui passe par ce point, n'est 
tangent qu'cn ce point a la surface. Les normales a la surface 
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menees par les differents points d'une meme generatrice sont 
sur une surface gauche a plan directeur, perpendiculaire a la ge- 
neratrice, et ne sont par consequent plus sur une surface deve- 
loppable. II en resulteque, dans les surfaces gauches, les gene- 
ratrices ne sont plus des lignes de courbure. Si Ton coupe la 
surface par un plan parallelc au plan tangent et infiniment 
voisin de ce plan, il ne pent renconlrer la generatrice contenue 
dans le plan tangent ; il coupe done la surface suivaut une 
courbe a branches infinies; et, d*apres ce que nous avons vu 
au n"* 147, cetle courbe est une hyperbole ; la direction des 
lignes de courbure qui passent au point considere est deter- 
minee par les axes de cette hyperbole. Dans les surfaces gau- 
ches du second degre, par exemple, qui ont deux systemes dc 
generatrices rectilignes, le plan tangent en un point de la 
surface contient les deux generatrices de differents systemes 
qui passent en ce point ; I'indicalrice est une hyperbole dont 
les asymptotes sont paralleles a ces deux generatrices ; pour 
obtenir la direction des lignes de courbure qui passent au point 
considere, il faut done marcher sur la surface dans la direc- 
tion des bissectrices des angles formes par ces generatrices. 

Dans les surfaces de revolution, lesnormales aux differents 
points d'un meme meridien sontcontenues dans le plan dece 
meridien, c'est-a-direqu'elles appartiennenta une surface de- 
veloppable. Les meridiens ferment done un premier systeme 
de lignes de courbure. Lesnormales aux dilTerents points d'un 
meme parallele viennent concourir en un meme point de 
Taxe de revolution ; ellcs sont done situees surun cone, c*cst- 
a-dire sur une surface developpable ; ainsi les paralleles de la 
surface ferment le second systeme de lignes de courbure. 

Si Ton applique a rellipsoidc a trois axes inogaux I'cqua- 
tion (2) du n"* 151 , on oblient, pour I'equalion difforentielle 
de la projection des lignes de courbure sur le plan des xy^ 
une equal ion de la forme 

Axy . j/'^-l- ix^ — /H/j- — )i) y' — a:// = 0, 
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et, en remontant a Tcqualion primitive entre x et y {voy. les 
traites de Calcul integral), on reconnait que les projections 
des ligncs de courburesur le plan des xy, qui contient le grand 
axe et Taxe moyen, sent, pour Tun des systemes, des ellipses, 
et pour Tautre systeme des hyperboles. Ges ellipses et ces 
hyperboles tournent leur concavile vers les points oil se pro- 
jetlent les ombilics. 



g 10. — CARACT^RES ANALYTIQUES DES PRINCIPALES FAMILLES 

DE SURFACES!. 

153. — Surfaces cxjlmdriques , Une surface cyHndriquepeut 
etre consideree comme engendree par une droite qui reste 
parallele a elle-meme, en rencontrant toujours une courbe fixe 
qu'on appelle sa direclrice ; et Ton ne restreint pas la gene- 
ralile de cetle definition en supposant que la courbe fixe soit 
plane ; car on pent toujours prendre pour dircctrice Tinter- 
seclion du cylindre par un plan, pourvu que ce plan ne soit 
pas parallele aux generatrices. 

Supposons done la directrice plane ; prenons son plan pour 
plan dos xy^ et soit 

(1) 9(^,!/) = 0, 
son equation dans ce plan. Soient 

(2) x=:iaz-^(i et j/^&;5H-P, 

les equations d'une generalrice quelconque. Les coordonnees 
de ses traces sur le plan des x\j^ savoir 

x=zx et J/ = P, 
dcvront satisl'airc a Tequation (1) ; on aura clone 

(3) ? (a, ^) = 0, 
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ou, en metiant pour a et ^ leurs valeurs tirees des e(|ua- 
lions(2), 

(4) 9 (x — flf;s, J/ — bz) = 0. 

C'est I'equation gencrale des surfaces cylindriques. 

On pent en deduire une relation independante de la fonc- 
tion arbitraire cp. Pour cela , differentions successivement 
Tequalion (3) par rapport hxei par rapport a y ; nous obtien- 
drons, en posant comme d'ordinairc 



, (L 



\7c , 11 aO 



dx ^ (iij 

Si Ton egale Ics valeurs du rapport ) '( lirces de ces rela- 



do 
dl 



tions, on trouve 



5) 1 — = ou a»-i-ftr/=l; 

^ ' 1 — ap aq ^ ' 

c est le caraddre analytiqiie des surfaces cylindriques , ou 
Tequation aux differences partielles de loutcs les surfaces de 
ce genre. On voit qu'elie est du premier ordre. 

Nota, On appclle equation differentielle toute relation entre 
les differentielles de plusieurs variables ; une relation entre 
les derivees partielles d'une fonclion de plusieurs varial)les 
s'appelle une equation aux differences partielles^ le mot dif- 
ferences etant pris ici dans le sens de difrorenticlles. 

154. — Surfaces coniques. On regarde une surface conique 
comme engendree par une droite assujettie a passer par un 
point fixe, qui est le sommet du cone, et a rencontrer une di- 

♦ 12 



/ 

\ 
( 
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rectrice fixe, que Ton peut supposer plane sans restreindre la 
generalite de la question ; car on peut toujours prendre pour 
directrice rintersection dela surface par unplan quelconque, 
pourvu que ce plan ne passe pas par le sommet. 

Prenons done le plan de la directrice pour plan des xy, 
soit 

(1) 9Ky)=o 

son equation dans ce plan ; et soient x^^ j/q, z^^ les coordon- 
nees du sommet. 

Les equations d*une generatrice seront de la forme 

(2) x—x,=a{z^z,) et y — y^=b{z^z,). 
Les coordonnees de sa trace sur le plan des x, y sont 

x = x, — az, et y=y^ — bz,. 

Ces coordonnees doivent satisfaire a Tequation (1) ; ainsi Ton 
doit avoir 

ou, en vertu des equations (2), 

(3) o{x — az^ y — bz)^=0. 

On en tire, comme ci-dessus, par la differentiation par rap- 
port a X et par rapport a i/, la condition 

(4) ap4-fc? = l, 

et, en mettant pour les parametres variables a et t leurs va- 
leurs tirees des equations (2), 

(5) ^— 2o=p(^— ^o)-i-7(2/— j/o); 

c'est le caractere analytique des surfaces coniques, ou Tequa- 
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lion aux differences partielles de ioutes les surfaces dc ce 
genre. Elle est encore du premier ordre. 

155. — Surfaces de revolution. Soient 

(1) X = flZH-a et Y=tZH-P 

les equations de l*axe derevolulion. La surface pent etre con- 
sideree comme engendree par un cercle variable perpendicu- 
laire a cet axe et ayant son centre snr cet axe. On pent regar- 
der ce cercle comme Tintersection d'une sphere de rayon 
yariable, ayant son centre en un point determine de Taxe de 
revolution, par exemple, sa trace sur le plan des xy, dont les 
coordonnees sont X=a, Y=: (3, Z =0, et d*un plan variable 
perpendiculaire a I'axe. Ce cercle peut done etre represenle 
par Fensemble des deux equations : 

les variables p^ et k etant liees par une relation arbitraire 

(3) P' = 9W, 

qui determinera la loi suivant laquelle varie le cercle genera- 
teur. Ainsi la surface de revolution peut etre representee par 
Tequation 

(4) {x — a)* + (y — p)^ + s* = © (ax -hby-hc). 

En differentiant Tequation (5) d'abord par rapport a x et 
ensuite par rapport a y^ on pourrait eliminer, comme on Ta 
Fait aux deux numeros precedents, la fonction arbitraire 9, et 
obtenir Tcquation differentiellegeneraledes surfaces de revo- 
lution. Mais on Tobtient plus simplement en rcmarquant que, 
dansce genre dc surfaces, la normale rencontre I'axe. Si done 
X, Y, Z sont les coordonnees du point de rencontre, ces coor- 
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donnees doivent satisfaire d'unepart aux equations (1), et de 
Tautre aux equations de la normale (140), savoir 

(5) {\—x)^p{Z — z) = et (Y — y)-^q(Z—z) = 0; 

Si Ton eliniine X, Y, Z entre les equations (i) et (5), on 
obtient 

(G) (a -h])) (9^ -4- J/ — i^) — (fr -f- q) [pz -i- a: — a) = 0, 

e'est I'equation aux differences partielles des surfaces de revo- 
lution. 

Cette equation pent s'ecrire : 

(}j — fc— ^)]}— (x — «^— a)(/-ha(j/ — 13)— fc(jc— a)=0. 

156. — Surfaces cle'veloppables, Unc surface developpable 
peut etre considerce comme I'enveloppe d'un plan mobile, 
c'est-a-dire d'une famille de plans dont les equations ne dif- 
ferent que par un parametre variable. L'equation d'une pa- 
reille famille de plans peut etre presentee sous la forme 

(1) ^=^h^xo{h)^y^{h), 

ct I'equation de Tcnveloppe rosulterait de I'elimination de h 
entre cette relation et sa derivce par rapport a fe, c'est-a- 
dire 

(2) = l-^x^'(h)'^y^'{h), 

Mais on peut, sans particulariscr les fonctions 9 et ^^ et 
par consequent sans operer Telimination dc ft, obtenir Tequa- ' 
lion differentlelle des surfaces developpables. 

En effet, la differentlelle totale de 2 donnee par Tequation 
de la surface doit etre de la forme 

(0) dz = p dx -^ qdy^ 

p et q designant les dcrivees partielles de ;5par rapport a a; et 



PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INFlNlTfiSlMAL. 181 

a y. Or, si I'ou differentie Tequation (1) en faisant tout varier, 
on obtient 

dz^=dh-hXo' {h) rf/i-f- 1/ 1]^' (h) dh -f- 9 (ft) dx-h^ (ft) dy. 

Mais les termes multiplies par dh disparaissent en vertu de 
I'equation (2) ; il reste done 

rf;s^9 (ft)dx + <]^(ft)rfj/, 
ce qui exige 

p:=:o{h) et q = f]^{h). 

Concevons qu'on ait tire de ces deux dernieres les valeurs 

ft=ci>(;9), et h = \r{q). 

II en resulte d'al)ord 

(3) q>{p)=W(q), 

et Tequation (1) de la surface peut s'ecrire 

(4) 2 =:<!> (!>)-[- p.r-f-r/j/, ou z:=n'{q) -hpx-^-qy; 

c'ost une premiere forme de I'cqualion differentielle de la sur- 
face. Mais elle contient une fonction arbitraire; pour lafaire 
disparaitre on operera comme il suit. Rrprenons I'equa- 
tion (5). On en tire, en differentiant, 

iV(p)dp = ^''{q)dq, 

et, attendu que Ton a 

dp = sdx -f- tdy et dq:^ rdx -f- sdy , 

en designant par r, 5, i les derivecs partielles du second 
ordre (57, Rem. I), il vient 

<I>' yp) (sdx -f- tdy) = W'(q) {rdx -hsdy). 
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Comme x et y soot deox variables independantes, cette re- 
lation doit avoir lieu independamment des valeurs particu- 
lieres atlribuees k dxeik dy; il faut done que Ton ait sepa- 
r^ment 

<r>'(p).s=W'(9).r el *'(p).e=W'(9).5, 
et, en divisant ces relations membre a membre, on obtient 

(5) 1 = ^, dou «'-r(=0, 

c'est Tequation aux differences partielles des surfaces deve- 
loppablcs. On voit qu'elle est du second ordre et du second 
degre. 

Remarque. On verifie aisement queles surfaces cylindriques 
et les surfaces coniques satisfont a la relation (5). 

Pour les surfaces cylindriques, par exemple, on a trouve 
le caractere 

ap -^hq = \. 
On en tire 

adp -h bdq =- 0, 
ou 

a {sdx -h tdy) + b (rdx -^sdy) = 0. 

Celte relation devant etre satisfaite independamment du 
rapport enlre les valours de dx et de dj/, on doit avoir sepa- 
rement 

flf5-4-6r=0 et at'\-bs=Oj 

et, en eliminant entre ces deux relations le rapport r , on re- 

tombe sur la condition (5). 

Pour les surfaces coniques, on a trouve le caractere 

«— ^o=P(^— ^o)+?(j/ — J/o^. 
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On en tire 

d%=pdx + qdy-^-dp (x—x^) -4- dq (jf — jfo). 

Mais on a 

dz = pdx-\- qdy; 

il reste done 

dp(x — x,)'\-dq(y — y,)=0, 

ou 

{s dx-htdy) {x—x^) -h (rdx -h s dtj) (y^ y^}, 

equation qui se separe en deux comme ci-dessus, et donne 

s{x — x,)-^r(y — y,) = 0, 

avec 

t(x — x,) ^s(y — y,)=0, 

X —"" X 

et en eliminant entre ces deux dernieres le rapport , 

on retombe sur la condition (5). 

151. — Surfaces gauches. On distingue ordinairement 
parmi ces surfaces celles qui ont une directrice rectiligne et 
celles qui ont un plan directcur. 

I. — Supposons d'abord que la surface ait une directrice 
rectiligne. On la prend ordinairement pour axe des z, et 
siz = h est Tordonnee du point ou une generalrice de la sur- 
face rencontre la directrice, les equations de cette genera- 
trice peuvent etre mises sous la forme 

(1) z=h-hxz>{h), et z = h-hyfb(h). 

On en tire 

x^{h) = tj'b(h). 
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ou 

ce qui monire que h est une fonction du rapport -. On neut 
done poser 



X 



d'oii 



= «='.■ (I), 




et, par suite, requation de la surface peut s'ecrire 
(2) z = <lyO^-hxn^(l 

On eliminera la fonction <1> par une premiere differentiation 
par rapport a x ou par rapport a y ; car on obtient ainsi 

et, si Ton multiplie la premiere de ces relations par x^ la sc- 
conde par ?/, et qu*on ajoute, on trouve 

On climine la fonction ^r par une seconde differentiation, car 
on obtient 

,x+^,+.j,^u-(|)-u.-'(|).|, 
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et 

sx^ty-{-q = ^V (J^ 

Muliipliant la premiere de ces relations par Xj et la seconde 
par J/, puisajoutant memhre a membre, on trouve 

rx^- -h 2sx}j -h t}f -^ px -f- qyz=zx^V ( - ) , 

relation qui, en vertu de Tequation (5), se reduil a 

(4) rx^ -h 'isxy -h tif^O. 

II. Supposons, en second lieu, que la surface ait un plan 
directeur. On Ic prend ordinairement pour plan des xy^ et 
si h est Tordonnee d'un point de la surface, les equations de 
la generatrice qui passe par ce point peuvent etre ecrites sous 
la forme 

z = h, y=:x^{h)-h^{h). 
On en deduit immcdiatcment pour Tequation dela surface 

(5) y=x-.(z)'h6{z). 

On elimine la fonction arbilraire (J; par unc premiere diffe- 
rentiation, qui donne 

0=o(z)-{-x^'{z)p'^'y{z)p, 
\=Xo'{z)q-{-6'{z)(i. 

Multipliant la premiere par ^, la seconde par p, et retranchant, 
on oblicnt 

(6) p = —'qo(z), ou p-^q:^(z)=zO. 

Unc seconde differentiation fait disparaitrc la fonction arbi- 
traire 9, car on trouve, en diiferentiant, par rapport a j; ou 
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par rapport ky, 

r -+- 59 (z) -4- <p' (z) pq = 0, 
S-+- f 9 (2) -4- ?' (2) 9* = 0. 

Si ron multiplie la premiere de ces relations par q^ la seconde 
par p, que Ton retranche membre a membre, et que Ton 
mette pour 9 (z) sa valeur tiree de Pequation (6), on obtient 

q*r — 2pqS'hp*t:=0. 

III. — Les conoides sont des surfaces gauches qui ont a la 
fois une directrice rectiligne et un plan directeur; elles doi- 
Ycnt done satisfaire a la ibis aux deux conditions (4) et (7). 

Mais si le conoide est droits c'est-a-dire si la directrice rec- 
tiligne est perpendiculaire au plan directeur, la surface peut 
etre caracterisee par une equation differentielle plus simple. 
Prenons la directrice rectiligne pour axe des 2, et le plan di- 
recteur pour plan des xij ; les equations d'une generatrice 
pourront etre mises sous la forme 

z = h, y = x<f(h), 
ce qui donne pour Tequation de la surface, 

(8) y=xo{z), 

equation que Ton peut aussi ecrire 
(9) . = ,1.(1). 

On elimine la fonction arbilraire 9 en differentiant Pequa- 
tion (8) par rapport k xei par rapport a 1/, ce qui donne 

= 9 (2) H- 0:9' (2) p, 

1 = x^' {%) q. 

Multipliant la premiere de ces relations par q, la seconde 
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par py et retranchant membre a membre, on obtient, 

p=—q<f(z), ou p + 59(2) = 0, 
ou, en mettant pour <p (z) sa valeur tireede (8), 

p + — =0, ou enfin px-hqy^O, 

equation aux differences partielles qui n'est que du premier 
ordre. 

158. — Surfaces regimes. On peut demander le caractere 
analytique general des surfaces reglees. — Dans ce cas les 
equations d'une generatrice renferment trois fonctions arbi- 
traires. Car si on les met sous la forme 

x = aZ'{-(Xj yz=bz-h?t, 

on peut d'abord regarderp comme une fonction de a; la rela- 
tion ^z=f{a) representant la trace de la surface sur le plan 
des xy. En regardant ensuite les inclinaisons a eib comme 
des fonctions de a et de 3, ou, ce qui revient au meme, de a 
seul, on peut ecrire 

les fonctions 9, tj^ et /* etant trois fonctions arbitraires, expri- 
ment la loi suivant laquelle la generatrice se deplace. 

On ne peut faire disparaitre ces trois fonctions arbitraires 
qu'en differentiant trois fois de suite par rapport h x et par 
rapport ay. La relation qui caracterise les surfaces reglees 
est done une equation aux differences partielles du troisieme 
ordre ; on trouve de plus qu'elle est du troisieme degre. Nous 
renverrons aux traites plus etendus pour la recherche de 
cette equation differentielle qui n'a point d'uliUte dans les 
applications. 

FIN DU CALCUL DIFFERENTIEL. 
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DEDXifiME PARTIE 

PREMIERS ^UMENTS DU CALCUL INTEGRAL 



i, - NOTIONS niELlHINAiriES 

is». — Le calpul integral est I'invcrsc du catcul dilTereii- 
tiel. Dans cc dernier, les questions sc ramenent toujours en '^'4 
definilive a trouver la derivie d'unc fonclion ; dans le calcul 
integral, au conlralre, It's questions sont toujours ramenccs a 
trouver unc fonction connaissaut sa derivec. Les notions fon- 
damentales du calcul integral jicuvenj clre presentees de di- 
verses nranieres ; la jiliis simple est cclle qui s'appuic siir les 
considerations geometriques suivantes. -.. i.>- 

i«o. — Soitj/^/'(i) lequation, en coordonnees rec- 
tangulaires, d'une courbc plane AB ; 
et proposonsnous d'evalucr I'aire 
AA'B'B comprise entre cette courbe, 
I'axe dfts x et les deux ordonneis 
AA' et BB', repondant aux abscisses 
Ok'=a etOIC^fc. 

Pourcela, divisons I'intcrvalle A' B' •'■S' ^■ 

en n parlies cgales, cl par t_ous les points de division menons 
des ordounees; I'aire a evaluer se l_rouvcra divisee eii n petits 
trapezes curvilignes tels que MP!" M'. Par les points M et M 
menons les droites Ml et M' II parallcles a I'axe des x ; nous 
formerons deux rectangles r I'un MPP' 1 plus petit que le tra- 
peze correspondant MPP' M', I'aulrc HPF M' plus grand que 
ce trapeze. Si nous operons de memo pour les aulres, nous 
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formeroiM deux series de rectangles, les uns interieurs et dont 
la somme sera moindre que Tf^ a evaluer , les autres exte- 
rieurs et dont la somme sera plus grande que Taire a 
evaluer. 

Si done on designe parUcctte aire, par i/^,, j/^, i/,, .-.jyn les 
ordonnees successives tracees sur la figure , depuis AA' jus- 
qu'a^lB', et h rintervalle PP'compris entre deux ordonnees 
consecutives, on aura 

et 

Les seconds membres deces inegalites diflerent de j/„/i — y^h 
ou de(t/„ — i/o)/i. 

Orle facleur j/„ — y^ est constant, et le facteur h peut de- 
venir aussi petit que Ton voudra en prenant n suffisammcnt 
grand. L'aire U est done comprise entre deux sommes dont la 
difference peut elre rendue aussi petite que Ton voudra ; ce 
qui revient a dire que U est la limite commune vers laquelle 
tendent ces deux sommes ; on peut done ccrire , par 
exemple , 

U = lim.2j//i, 

la caracteristique Z representant une somme de quantites 
analogues au produit yh ecrit a sa droite. 

Lorsqu'on passe a la limite, c'est-a-dire lorsque n devient 
infiniment grand, h devient infiniment petit; et on peut le 
representer par dx, puisquc ce n'est autre chose alors que 
I'accroissement infiniment petit del'abscisse. En meme temps, 
on remplace la caracteristique 2, qui se rapporte a une somme 
de quantites variant d'une maniere discontinue, par la carac- 
teristique I , qui se rapporte a une somme de quantites va- 
riant d'une maniere continue, ou par degres infiniment petits. 
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£t, comme la somme Z n'indiquaii qu'une valeur approchee 

de TaireAA'B'B, tandisque^^bmc i indiqueTaireexacte, 

ou la somme mtigrale des elements de cette aire , on donne 
le nom A*mUgrale a cette seconde somme. On ecrit done 

(1) U = Ji/dx, 

egalite qu'on enonce : U igale VinUgrale de ydx. 

Chacun des produits analogues hydx est ce que Ton appelle 
uii iliment de I'integrale. 

Cette integrale est dite ind^^me, lorsque Ton n'indique pas 
entre quelles limites elle est prise , e'est-a-dire lorsque Ton 
n'indique pas les abscisses extremes. Si Ton veut indiquer les 



/ 



limite infericure, et au hautde ce signe I'abscisse repondant a 
la limite superieure ; si, par exemple, on ^^L indiquer queX'l^-^-v' 
rintegrale est prise depuis Tabscissea jusqu'a Tabscisse x, on 
ecrit 



/>_/ 



<^' " = X 



et Fintegrale est dite defmie. Si Tiniegrale est prise de AA' a 
BB', c'est-a-dirc depuis Tabscissc a jusqu'a Tabscisse 6, on 
ecrit de meme 



(5) u= r 

c/ a 



ce qui s'enoncc : U ejale Viaiegrale de a ii b de ydx, ou 
Migalesomme rf^a A b de ydx. L'iniegraledefinie prend dans 
ce cas une valeur particuliere au lieu de conserver la forme 
generale representee par (2). 

Le calculd'uneintegrale defmie est ce que Ton nommeune 
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quadrature, parce que cette integrale exprimeune aire, ou le 
carre equivalent a cctte aire^^p 

161. — ?! s*agif maintenant de faire voir comment ce cal- 
cul pcut etre effeclue. 

Considerons d'abord Tairc AA' PM limilec a Tordonnee fixe 
AA\ et a une ordonnee quelconque MP ou y. Cetle aire est 
evidemment une fonction Aex] car elle varie avec Pabscisse 
OP et prend une valeur delerminee pour chaque valeur atlri- 
buec a cette abscisse. Nous pouvons done poser 

V = V(x). 

Le trapeze MPP' M' estPaccroissement aU dePaire conside- 
rec. Mais ce trapeze est compris cntre les rectangles MPP' I et 
HPP' M' ; si done on designe PP' par AX, on pourra ecrire 

y^x<^\]<{l|-h^y)^x, 

J/ 4- A?/ representant Pordonnee M' P'. En divisant les trois 
meinbres par AX, on a 

aU 

y<j-x<y-^^y' 

Si maintenant on fait tendre ax vers zero, il en sera de 
meme dc Aj/, et le rapport — tendra vers F' (x) ; a la limite 

on aura done 

¥'{x) = y ou F{x)=f{x), 

c'est-a-direque la fonction i{\) qui representel ordonnee est la 
derivee de la fonction F (x), qui represente Vaire de la courbe. 
En mettant done pour y sa valeur dans la relation (1), il 
vient 



(4) U= f¥'{x) 



dx. 
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On pouFrait egaler le second membre a F (oj), qui est la va- 
leur de U ; mais il y a ici^^^emarque imporlante a faire. 
On a vu que la derivee d'une conslante est nulle ; en sorte 
que si I'on ajoute une constante a une fonction quelconque , 
sa derivee ne change pas. Lors done que Ton remontc de la 
derivee a la fonction primitive qui I'a produite, on doit, si Ton 
veut que le resultat ait toute la generalite desirable, ajouter 
a celte fonction une constante arbilraire. On devra done 
ecrire 

(5) CF(x)dx = ¥{x) +C, 

C designant une constante arbilraire. Cclte constante se de- 
termine quand on considere Tintegrale dcfinie. Car si Ton 
prend, par exemple, pour limitcs de Tinlegrale a et a;ct que 
Ton pose 

r P (x) (Ix = V {x) -f- C, 

rintegrale devra s'annuler pour x^=a, puisque alors Taire U 
est reduite a zero. Ceci exigc qu'on ait 

C = — F(fl). 
On doit done ecrire 

(6) rF(x)dx = ¥{x) — V{a). 
Pour x = b^ on aurait 

(7) rF{x)dx = F(b) — F (a). 

On voit que, pour obtenir I'airecherchce, il faut determiner 

la fonction V [xj dont f (x) est la derivee^ y 7'emplacer x par 

lalimite siiperieiire^ puis par la limite inferieiirey et retraricher 

le second resultat da premier, 

15 
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Remahque. Dans le raisonne mcnt que nous avons fait pour 

trouver la limile de — , nous Pons suppose Tordonnee crois- 

santc ; si elle elait decroissantc, ces raisonncments subsiste- 
raient encore ; il n'y aurait dc change que le sens des inega- 
litcs. 

i6t. — Les equations (6) et (7) constituent un theoreme 
de calcul qui est independant de toute consideralion geome- 
trique. Car si Von donne une fonction derivee quelconque 
F' (x), en la supposant continue, on peut toujours la prendre 
pour Tordonnee d'une courbc, et poser^ 

y = F' [x) ; 

des lors le premier membre de I'equalion (7) representera 
Taire de cette courbe, (lipids Tabscisse a jusqu^aTabscisse b ; 
et Tequalion (7) montre elle-meme comment cette aire pourra 
etrc calculee. On peut done dire, san& avoir cgard aux con- 
siderations geomelriqucs : si F' (x) designe la derivie d^une 
fonction continue , la limite v^Ja^neH^ tend la somme des 
produits F' (x).dx, quand on y fait varier x d\ine maniere 
continue depuis une valeur a jusqud la valeur b,* s^obtient en 
cherchant la fonction dont F' (x) est la derivee^ rempluQant 
dans cette fonction la variable x par la limite supe'rieure h dex^ 
puis par sa limite in ferieure a, et 7'etranchant le second resultat 
du premier. On verra que ce theoreme trouve des applications 
frequenles. C'est le theoreme fondamental du calcul integral ; 
etTon apei'pU quece calcul est I'inverse du calcul differen- 
liel puisqu'il consiste a remonter a une fonction dont on a la 
derivee. .— >^i^^ \^ 

Remonter aihsi de la derivee a une fonction est ce que Ton 
appelle inteyrer celte derivee ; cette locution est abregee; ellc 
signifie qu'il faut prealablement multiplier cette derivee 
par dx , et chercher la limite vers laquelle tend la somme des 
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produils analogues quand on fait varier x d'une maniere con- 
tinue cntre des limites dofllles. 

Remarque. Tout ce qui precede suppose que la fonction/'(x ) 
ou P (x) conserve unc valeur finie depuisa;=ajusqu'ax =fc. 
On peut avoir a considcrer des limites infmies, ct, dans ce 
cas, il peut se faire que la fonction f(x) croissc indefiniment 
a mesure qucx augmcntc en valeur absolue; I'integrale se 
compose alors d'elemenls qui croissent indefiniment eux- 
memes. Neanmoins, il pout arriver que cctte integrate con- 
serve une valeur finie ; on en v^erra des exemples plus loin. 

168. --Jfin_jiii donner sur-le-cliamp un exemple de ce 
genre de calcul,supposonsqu'ils'ag'ssede trouver i'aire cam.- u^c^jt 
pcise ejitre la courbe j/ = 3x', I'axc des x, et les ordonnees 
repondant aux abscisses 1 ct 3, En appelant U cette aire, on 



aura 



= I OX 



U=/ dx'dx. 



II s'agit done de trouver la fonction dont 3 x* est la derivee ; 
il est aise de voir que c'cst x\ Si , dans cette fonction x^ , on 
remplace x par 5, on obtient27 ; si Ton remplace x par 1, on 
obtientl ; lo rcsultat est done 27 — 1 ou 20. Ainsi 



j: 



oa;*(/x = 2C. 
1 



164. — Avant d'allcr plus loin, il y a quelques remarques 
utiles a faire. 

I. Nous avons suppose jusqu'ici los axes rectangulaires ; s'ils 
faisaient entre eux un angle different de 90% les rectangles 
elementaires , tels que j//i, seraient remplaces par des paral- 
lelogrammes ayant pour mesure yh sinO. On aurait done 

U= lim . 2 yh sin = sin . lim 2 yh 



^ I 
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ou 

U = sine lydx, 



c*est-a-dire qu'il suffirait de multiplier par sin 6 Texpression 
precedemment obtenue pour Taire dc la courbe. 

II. line int^grale pent avoir des elements n^gatifs. Soil, par 
exemple, la courbe ABMCD, qui coupe deux fois Taxe des x ; 
y I'alre comprise enlre cette courbe, 

Taxe des x^ et les ordonnees AO 

^-^ et Diy, presente une partie BMC, 

situec au-dessous de I axe des x. 

-^^:q^c irr Dans cetle partie de la courbe, 

Fig. 36. Tordonnee etant negative, on 

regarde Taire de celte portion de courbe comme negative 

elle-meme. 

S'il arrivait que la partie negative fut egale en valeur ab- 
solue a la partie positive, Taire totale serait regardee comme 
nuUe. 

III. Les siynes l et d representant des operations inverses, 

se detriiisent lorsquils sesuperposent. Ainsi / d?/ = M,saufla 
conslantc arbilraire. Ainsi encore 



d, ff'{x)dx = f'[x)dx. 



IV. n a vu que Ton a generalement 



ri'{x)dx = f{b}-f{a). 

J a 



On convient d'ecrire de meme 



I 



J'{x)dx=f(a)-f{b), 
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d*ou il resulle 

pf {x) dj^= - rV' (^) d^^ 

c est-a-dire que Von change le signe d\ine integrale en inter- 
vertissa7it ses Umites. Cette convention est quelquefois com- 
mode. 



165 



II. - INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES. 

§ I. — FRINCIPES ET PROCED^S D'INTEGRATION 

— I. Lorsque la quanllte placee sous le signe I est 

affectee dim fadeur constant^ ce facteurpeut elre mis hors 
du signe. Soil, par exemple, Texpression 

(i) fkf{x)dx. 

Le facteur A affectant tous les elements de Tinteorale est 
un facteur commun a tous les termes d'unc somme, et peul, 
par consequent, etre mis en evidence; on peut done ecrire 



(2) kjf{x 



) dx. 



Rcciproquement : lorsqiiiin facteur commun est place de- 
vant le signe d' integration^ on peut le [aire passer sous le 
signe, Dans I'expression (2), par exemple, le facteur A affecte 
une somme ; on peut done effectuer la multiplication, ce qui 
revient a affecter du facteur A cliacun des termes de la somme, 
et peut s'ecrire sous la forme (I). 

166. — II. Vintegrale d*une somme de dtfferentielles est 
igale a la somme des integral es de ces diffe'rentielles. 



\ 
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Soit, parexemple, Texprcssion 



r[f(x)-h,f^)](ix. 



Elle revient a la somme dcs quantiles suivantes (162) : 

f (a) dx -f- ? (a) dx 

f(a -h dx) dx -f- 9> (a -f- dx) dx 

f(a -h 2 dx) dx -h f (a-\-2 dx) dx 

f(a -f- 5 dx) rfx -f- ? (a -f- 5 dx) dx 

f[a-\-(n — i) dx] dx -h ? [a -f- (n — i) dx] dx, 

en supposant b=a-\-ndx. Or la somme des lerines qui for- 
ment la premiere coloniie est egale a I f(x) dx , et la somme 
des termes qui forment la seconde colonnc est egale a 

rb 

I ^ [x] dx. On peut done ecrire 

rb rb rb 

\f{x)-h o (.r) ] dx = I /" (x) dx-i- \ ^ (x) dx. 

J a ' J a J a 

C'est ce qu'il fallait demontrer. 

On etenclrait sans peine la demonstration a la somme d*un 
nombre quelconquede differenlielles. 

167. — III. Vintihjrale de la difference de deux differen- 
tlelles est etjalea la difference entre les inte'urales de ces diffe- 
renilelles, C'cst-a-dire que Ion a 

r \f[^) -^[^)\ ^'•^' = r f i^) dx— f o {x) dx, 

J a J a J a 

La demonstration est la memo qu'au numero precedent; il 
sufiltde remplacer lessignes -H qui separaient les deux termes 
de chaque element de Tintegralc proposee par des signes — . 
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II resulte de cette proposition et de la precedente que Vin- 
tegrale de lasomme algibrique cVautant de differentielles quon 
voudra est dgale a la somme algebrique des integrales de ces 
diffdrentieUes. Ces integrales se Irouvent ainsi affectees des 
mcmes signes que les differents lermes d*un meme clement 
de I'inlegrale proposee. On aurail, par exemple, 

rb rb rb 

I [/*W -^9(^)— ^(•^^]^'«^ = I f{x)dx-{-\ o{x)dx 

— ( ^ {'^) dx, 

168. — On a vu, dans le oalcul dilferenliel, qu'il cxiste 
une regie generalc pour la difforcnliation des fonctions (15). 
II n'exislc inalheureusement pas de regie generale analogue 
pour i'inlegration des driferenliellcs. Si Tcxpressioii qui est 

sous le signe / est une differenticlle connue, Tintegration se 

Irouve immediatemcnt effectuee; si cela n'a pas lieu, on peut, 
en employanl divers precedes, clicrclier a ramencr Tcxpres- 
sion donnee a une differentielle connue ; mais on ne peut pas 
toujours etre certain al'avance qu'un de ces precedes reussira. 
Ces precedes sont au nombre do trois. Le plus simple con- 
siste a mullipUer et diviser par tin facteur constant convena- 
blemcnt clioisi. 

Soit, par exemple, rintcgralc / x"' dx. 

Telle qu'elle se presente, Texprcssion sous le signe / n'esl 

pas une differenticlle connue ; mais on voit aisement qu'on la 
ramenerait a une differenticlle connue en multiplianl sous le 
signe par m -f- 1 ; car (m -i- 1) x'" dx est la differenticlle de 
x"'^^ Or on peut effectuer cctle multiplication sous le signe, 
a la condition de diviscr par ??i -{- 1 hors du signe (105), car 
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ce sont deux operations coulraires effectuees sur rintegfale 
proposce. On peut done errire 

x"" dx = T I [m -h 1) x"" dx = h- C, 

en ajoulant une constanle arbitraire C si les limiles de Tinlc- 
grale ne sont pas indiquees. 

Soil encore I'cxpression | a* dx. ^ 

La quantite sous le signe / n'est pas une differentielle con- 

nue, mais elle deviendrait une differentielle connue si elle 

etait mullipliee par , ^ . Or on peut effectuer cette muUi- 
* * log ^ * 

plication sous le signe, a la condition de multiplier hors du 
signc par la quantile inverse . - - — ; on aura done 



/, , \o^ e r log a ^ , log ^ , 
log a J log e log a 



-hC. 



169. — Le second procedc d'inlegration consiste a changer 
de variable^ c'est-a-dire a elablir enlre la variable qui figure 

souslesimie / et une variable auxiliaire une relation lelle 



le signe / et u 



qu'en remplagant la variable donnee par sa valeur tiree de 
cette relation, Texpression placee sous le signe d'integration 
se change en une differenlielle connue. 

o . 1 11 . r dx 

Soit, par exemple, 1 expression | — ===. 

La quantite placee sous le signe / n'est pas une differen- 
tielle connue; mais si Ton pose a;=^«u, d'ourfa; = a (//(, et 



LNTEGRATION DES DIFFERENTIELI ES. 201 

qu'on fasse la substitution, on trouvc 

/dx r «^''^ C da ' r 

= I - ^ I - z=znrc.sinii-f-t, 

V a' — x^ J si 0^—0" 11^ J yji—u^ 

ou, en remettant pour w sa valeur -, 



/ 



dx . X r> 

==. = arc . sui — h t. 
yja^ — x* « 



/dx 
X Y 3/ ^""* 1 



La quantite placee sous le signe n'est pas une differentielle 

connue; mais siTonpose a;= -, tl'ou rfx= r ct qu'on 

substitue, on trouvc 

dx / «' C — ^h_ 




r dx _ I tf _ r —d] 



= arc.cosj/ -+- C, 

\ 

ou, en reineUant pour y sa valeur -, 

X 



J 



dx i 

= arc. cos — hC 



x\/x^ — l ' X 



t70. — Le troisieme procede est connu sous le nom d'i/H 
tegration par parties, locution inexacle mais consacree. On 
sail que si u et v sont deux fonctions d'une meme variable x^ 
on a (21) 

d Aiv = udv -hv da. 
On en tire 

tidv = d .iw — V du. 
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Les deux membres de cette egalile etant deux differentielles 
et^ales, si on les inlesre entre les memes limiles, les resul- 
tats seront egaux, puisque les deux integrales obtenues se 
composeront d'un meme nombre d'elements egaux chacun a 
chacun. On pent done ecrire 

j udv= I d.uv — j vduy 

ou, atlendu que les signes / et d se detruisent quand ils se 
superposent, 

(1) I tulv=^uv — j vdu. 

C'est sur cette relation que se fonde le precede d'integration 

par parties. Ellc exprime que si Von a sons le signe I tin 

produit de deux facteiirs u et dv, dont run dv est une diffe- 
rentielle conmie^ rbite(jrale de ce produit est egale an pre- 
mier facteur u, nmltipUe par rintegrals \ du second, diminne 

dime seconde integrale dans lacpielle il y a ^sous le signe j 

Vinlegrale \ quon vieut d^obtenir, multipliee par la diffe'ren- 
tielle du du facteur cpii n\ivait\ms ete tonche, 
Soit, par exemple, Texpressiou 



/ 



xe^dx, 



on Irouvera, en appliquant celtc regie, 

xe'dx = x.e^ — j e^.dx=:xe'' ^e"" -hC. 

11 arrive dans ce cas que Tintegration proposee est ramenee a 
r integration d'une differenliclle connue. 
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Soil encore Texpression 



/ arc tang x ,dx^ 



on Irouvera de meme 

/ arc tang ic .da: = arc tango:;, a:; — /^'l :ii^ * 

ce qu'on pent ecrire 

i r 2xdx 



/ arc tang a;. dx= a; arc tang a; — / 



L'integration proposee se trouvc ainsi ramence a une in- 
tegration plus facile. Car si Ton examine la quantite placee 

sous le second signe / , on reconnait que le numerateur 2xdx 

€st la diffcrentielle du denominateur 1 -{-a;^; celte quantile 

est done de la forme — .qui estladiffercnlielledu lo^aritlime 

II 

neperien de u ; on a done ici 

/ arc tang x,dx=^ x , arc tang x — log' (1 -+- a;-) H- C, 

en ajoutant toujours une constanle arbilraire si les limites de 
I'integrale ne sont pas indiquecs. 

L'habilude du calcul peut scule suggerer le clioix a faire 
dans cliaque cas entre les precedes que nous venous d'ex- 
poser ; et il est utile de repeter qu'on ne peut pas toujours etre 
assure d'avance qu'on reussira a effectuer Tintegration pro- 
posee en employant un ou plusieursde ccs precedes. 

§ 2. — INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES LES PLUS USITEES. 

t7t . — Differentlelles aUjebriques eniieres, — Considerons 
d'abord la diffcrentielle monome Ax'^'dx. Pour Tintegrcr, on 
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emploiera le precede du n° 168, c est a -dire qu*on multi- 
pliera par .m -+- 1 , sauf a diviser Tintegrale par ce facteur ; on 
aura ainsi (165,168) 

fAx^dx= -. I (m -h i) x^dx = r-f- const. 

On voit que la regie a suivre consiste d aiigmenter Vexpo- 
sant de x dune unites el d> diviser par cet exposant ainsi 
augments. On trouvera ainsi 



/ 



- 10^^ - 

I0x^dx = — g — h const =:6x^H- const. 



Remarque. La regie est en defaut pourm= — 1 , parce 
que le denominateur m-f-1 devient mil. Mais, dans ce cas, 

Texpression placee sous le signe I est une diflerentielle con- 

nue, celle du logarithme neperien de x, car on a 



I Ax~^dx = A. j — =:Alog'a;-f-const. 

t7«. — Supposons maintenant que la differenlielle soil 
polynome. Eu combinant la regie ci-dessus avec le principe 
du n° 106, on trouvc aisement 



/'(Aa;'»-i-Bx'"-^+ . . . -t-To: +U) dx= ^^ 



w-Hl Tl^m 



Bx^ 
m 



'1 
Par exemplc, 



-f- UiC 4- const. 



/x^ 
{x'— Soj' H- 6a; — 7 ) do; = -^^ — x^ -f- 5a;' — 7a; -f- const. 
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198. — Diff&entielles algebrlques fractionnaires. On peut 
ne coiisiderer que le cas ou le nunierateur est d'un degre in- 
ferieur a celui dii denominateur; car, s'il en etail autrement, 
on pourrait cfrectucr la division; le quotient se composcrait 
d'une partie entiere et d'une fraction ayant pour numeraleur 
le diviseur, c'est-a-dire un polynome de degre moindre que 
le denominateur propose. 

Supposons d'abord que le denominateur soit du premier 
degre; et soifc 

Mx 
rrix-h n 

ia differentielle proposee. On multiplie le numerateur par m, 
et I'on divise I'integrale par cc meme facteur ; on a ainsi 



r Mx _A r 
J mx -\-n m J 



mdx 



m J mx -f- n 

Mais alors le numeraleur de Texpression placce sous le signe 
d'integration est la differentielle du denominateur; cette ex- 
pression est done de la forme — , qui est la differentielle du 
logarithmeneperien de m. On a done 



/ 



= - log' {mx -^n) -f- const. 



mx -h n m 
Par exemple , 

I -7 — '—i = V lea' (4a; — i ) -h const. 
J ix — l 4 ° ^ ' 

194. — Supposons, en second lieu, que le denominateur 
soit du second degre, le numerateur sera au plus du premier, 
ct la differentielle donnee sera de la forme 

(mx -h n) dx 
ax^ -h bx -j-c' 
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II y a lieu do distingucr Irois cas, suivant que les racincs du 
trinome place en denominateur sont reelles et inegales , 
reelles elegales, ou imaginaires. 

I. — Considerons d'abord le cas ou ces racincs sont reelles 
el inegales; en les designant par a et p, on pourra ecrire le 
denominateur sous la forme 

a(x — a) {x — ^). 

m 

La raethode consiste a poser 

, . . mx -hn A B 



(X — a)(X' — j^) X—7. X — 3' 

et a determiner A et B de maniero que cette relation ait I leu 
quel que ^o\{x. En cliassant les denominateurs, elle devient 

mx -I- ?i = A (X — (i) H- B [x — a). 

Cette relation devant avoir lieu identiquement, on pent y faire 
successivement 

x = ci. et a; = ,3, 
cc qui donne 

?/ia-i-?i = A(a — g), d^ou Az: 
et 

m3-4-n = B(3-a), d'ou B = -?^^^±^, 

en supposant a>3. 

Les coefficients A et B etant ainsi determines, on aura, en 
vertu de la relation (I), 



?nx^ 


-n 


a — 


' 


m3 -f- n 


a- 


-?> 



r (mx+n)dx A f dx B /^ dx 

J a{x-a) (x- fi) — «J JZr^ '^aj X — 



in)x-^n)dx 

— = - I f- / "■" 

= - '08' (x-o.) -h ?l08' (x-p) -H const. 
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Par exemple, on trouvera en suivant cette marclie 

r {Ax-hi)dx _15 r dx 9 r dx 

J 5x' — i5x-h\S~T J x — 'h 3 J x — 'l 

15 9 

i=-^log' (a; — 3) — ^ log'(x— 2)-hconst. 

On traitera de meme Texemple suivanf, qui se rencontre 
dans les applications : 



r dx \ r dx \ r dx 

J a^ — X*' 2a J a-^-x 2a J a — x 

la J a-\-x 2a J a — x 



2a 

I 1 

= 2^ l^g' (« +'^) — 2^ log' (^' — J^) + const. 

^rr 10^' h const. 

II. — Si les racines du trinome place en dcnominateur sont 
reelles et egales, la differenlielle proposee pent s'ecrire 

(wX'i-n)dx , ^ , . 1 11 f r.i J 
-^, en appelant a la racine double. La methode 

(t [X — a)- 

consiste alors a changer de variable en posant 

X — 7. = u, d'oii dx^du. 
On a ainsi 

{mx -i- n) dx r (mu -+- mx + n) da 



r [mx-{-n) dx r 

J a(x — a)^ J au"' 

m /• du my. -f- n r da 

a J u a J w' 



m , , mx -i-n \ 

= — log . II . - -+- const. 

a a u 

m. ,. . mx-hn i 
a ^ ^ ' a X —x 
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On trouvcra, par exemple, ainsi 

/'(4£jJ2d£_4 , 2) 5 _J_^_ const 

III. Nous supposerons cnfin que les racines du trinome en 
denominatcur soicnt imaginaires. On sail que dans ce cas le 
trinome peut se mctlre sous la forme 

La me'.hode consiste a poser oj — a = gu , d'ou dx^^du; 
en substituaiii, on obtient 

/(mx-\-n)dx r (m^u-\- m%-{-n)^du m r udu 
a[(x — a)*H-fi*]~j o^^VT"^^) ~~aj w*-f-l 

ma-f-n r du 

La differcnlielle placee sous le second signe / est une difle- 

rentielle connuc ; on ramene celle qui est sous le premier 

signe / a une differentielie connue en multipliant par 2 sous 

le signe et en divisant par 2 liors du signe ; car on a alors 

sous le signe d'integration I'expression -^ — r- dont le nume- 

rateur est la differentielie du denominatcur, et qui a par con- 
sequent pour integrale le logarithme neperien de ce denomi- 
natcur ; on trouve ainsi 

/{mx -f- n) dx m , , / 2 , i \ 

arc tang u -+- const = ^ log' -^^ — ^^ H- \ I 



ma -f- n 



«3 

mx-\-n . x — a 
H — arc tang . — h const. 
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Par exemple, on obtientainsi 

J 3aj*— 30a;H-87~3 ^^L 4 "^ J 
-i- j5 . arc tang — ^r— 4- const. 



IIS. — On pent concevoir que Ton suive une marche ana- 
logue quand le denominalcur de la fraction est d'un degre 
quelconque.4j'algebre fournit des methodes pour decomposer 
les fractions rationnelles en fractions simples ; on pent done, 
theoriquement du moins, ramener ainsi integration d'une 
differentielle fractionnaire rationnelle, dont le denominateur 
est un polynome en x de degre quelconque, a I'inlegration de 
plusieurs differentielles fractionnaires plus simples. Mais cela 
suppose qu'on puisse trouver les racines d'une equation de 
degre quelconque, ce qu'on ne salt pas faire. Nous nccroyons 
done pas utile pour les applications de developper ici cette 
methode generale ; nous nous contenterons de traiter les exera- 
pies suivants, ou le denominateur est du troisierae degre. 

I. Supposons d'abord que la differentielle proposee soit 

(x^ — 5jc -h 5) dx 



{x-^l)(x — \)(x-'2y 
Nous poserons 

x^-5jc + 3 _ A B C 

— ' i r~ 



(x-]-i)(x — i)(x — 2) JC-hi x — i x — 2' 

ou 

aj^_5x + 5=A(.r-l)(x — 2)-i-B(x-i-1)(a; — 2) 

H-C(jc-f-l){x--l). 

En faisant successivement x^ — l,/r=-i-l,a; = -l-2, 

li 
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on Irouvcra 

9 = 6A, (I'ou A = ^, 

it 

— 1 = — 2B, d'ou B = 5, 
' — o^oC, (rou C = — \. 
Par consequent, on pourra ecrire 

r (x'— 5x4-5 )(/x _5 r dx I r dx 
J {x-^i){x^i}{x-2)~2j x-^l'^'lj x-^l 

— log' {x — 2) -f- const. 

II. La methode que nous venons d'employer est en defaut 

lorsque deux racines du denoniinateur sont egales. 

Supposons, en effet, qu'on ait a considercr la fraclion 

mx^ -f- nx -hp , , 

^ f-r ct qu on pose 

(x^a)ix — b)^ ^ * 

mx^^ -\- nx -\- p A B 



{x—a){x — b)^ X — a x — b x — b^ 
en chassanlles denominateurs on obtient 

?na;^4-wx-4-]} = A(x — ?>)^4-(B-hC) {x — a) {x — b)^ 

relation qui no saurait elre une identite, puisque le second 
membre s'annule \^our x=b, tandis que le premier ne con- 
tient pas le facteur x — fr, si la fraction proposee a ele reduitc 
a sa plus simple expression, ce qu'on pent toujours supposer. 
Dans ce cas, an lieu do decomposer la fraction proposee en 
trois fractions dontles denominateurs soientdu premier degre, 
on la decompose en deux fractions seulement, Tune ayant un 
denominateur du premier dcgre {x — a), Tautre un denomi- 
nateur du second degre [x — 6)*. 
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Soil par exemple a integrcr ^ j--j-^ — ^; on posera 



(x-i-\)(x—2y~x-]-[ [x — 'iy' 
ou, en chassantles denominaleurs, 

x' — bx-h'5 — X{x — 2)*-h{Bx-{-C){x-h\)] 

et Ton delerininera les coefficients A, B, C en donnant a x trois 
valeurs dislincles, par exemple x=z — 1, x = ^ ct x = ; 
on trouvc ainsi : 

poiira; = — i, 9 = 9A, d'oii A = l ; 
poiir^ = 2, _5 = o(2B-{-C); 
pour X = 0, -+- = iA -f- C; 

les deux dernieres donnent C = — l,clB = 0. 
On aura done 

r {x''—^x-h'5)(ix _ r (ix r dx 

J {x^i)(x-2)^-'J x-\-l J {x-2y 

I 
= ]os'{x-\-i)-^ (F=^ "^ ^^"^^' 

in. On cmploie encore le memo ordre do decomposition 

quand le denominateur a deux racincs imaginaircs. Soit, par 

, , . ,, {x* — [}X-i-C>)(lx 

exemple, a integrer .^_^^^ ^^^ _ ^^,_^ ^^ ; on posera 

x^^^M-hZ A B.r-f-C 



(x^l)\{x — ]y^i\ 'x-hi |(x--l)^4-4J 
ou, en chassant les denominatcurs, 

x^- — 5x-i-5 = A[(x — l)^ + 4]-h(IU4-Ci(x-!-l), 
ct Ton fera succcssivcmcnt x=: — 1, ^ = 0, a' = -l-l ; on 
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Irouvcra ainsi 

9 
pourx = — 1,9 = 8A, d'ou A = g; 

21 

pourx = 0, 5 = 5A-|-C, d'ou C=5 — 5A = ^; 

pourx = I, — 1 = 4A-|-(B-|-C)2, 



d*oiiB = -| — 2A — C=~ g 



On aura done 



r {x'--bx-h())(lx _9 r dx I r (x-h2\)dx 
J (x-^i)[(x — iy-h4]~sJx-\-\ sj [(a:-l)'-|-4]- 

La premiere inlegrale du second membre a | our valeur 
log' {x-\-l); la seconde, traiteepar lamethodedun° 174, 111, 

donne ^ log' - — j—^ -hi -h 11 arc tang — — ; il vient 

done cnlin 



L 



= 5 log' (x + I ) 



(x + l)[(a;-1)*+4| 8 

1 , r(x' — i)' ,1 11 . X — 1 
~ 16 ° I ^ — 4" + 1 J — y «'■<= ^a"S —2- + <=onst. 

IV. Nous supposerons enfin que le denominateur aitsestrois 
racines egales ct qu*on ait a inlegrcr, par exemple, 

(x^ — ox -h 5) dx 

(x—'iy^ * 

On posera x — 2 = w, d'ou dx^=du; et en faisant la sub- 
stitution il viendra 

(h^ — u — 5) da du du ^ du 

— • — ou r- — 0-^. 

n u ir ir 

La premiere de ces trois differentielles a pour integrale log' m, 
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1 

la seconde - , la Iroisieme, qui revicnt a — 'dir^du^ a pour 

3 3 2 

integrale -I- « ^~* O" o • ~\* 0" » ^onc 



/ 



(a;^ — 5x H- 3) rfx 



13 1 

-1-7^ . ■: ITT. -f- const. 



x — 'l 2* (x— 2)* 



fje. Differenliellesiwationnelles du second decjre. I.Onsait 

dx 
que Texpression -^== est la differenlielle dc I'arc dont le 

sji—x"^ 
sinus est x; on a done inimediatement 

dx 



f 



VI— X* 



= arcsincT-f-consL 



II. Soit maintcnant Texpression dx\i — x* ; pour I'iiite- 

grcr, on commence par multiplier et diviscr par y^l — x% ce 

. , (i — i-)dx 

qui donne-^^ — , el par consequent 

v/i —x^ 



x' 



La premiere integrale du second membre est connue. La 

X (Ix 

X. — — ^ ; on a 
V 1 — X* 

ainsi sous Ic signe | deux factcurs dont Tun, le second, est 

une differentielle connue, car cost celle de \/l — '^^ (^C)- Si 
done on applique a cette integrab le procede de I'integration 
par parties (170), on aura 

(2) -I- / .r. =x\ 1 — X- — / V 1— x-.^/x. 

J ^l-x" J 
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Subslituant cctte valeur dans la relation (1), on oblicnt 

I dxyl — jt:* = arc sinx+x v'l — ^* — I dx\l\ — 



X' 



On voit qu'on a ainsi rcproduit en signe contraire dans le 
second membre I'inlegrale qu'il s'agissait d'obtcnir ; si on la 
fait passer dans le premier membre, celui-ci se trouvera done 
double, el, en divisant par 2, on obtiendra finalement 

/ dx y/l — x^ = ^y [ arc sin X + x y/1 — x*] -+- const. 

dx 
fJi. — III. Pour inte^rer —=== on change de variable, 

^ \'i^x' "" 

et Ton pose 



(1) v'l -^x^=u — X. 

Elevant au carrc et reduisanl, on obtient 

et, en differentiant et divisant par 2, 

= It dii — M dx — X diu d'ou = — , 

u — X u 

ou, ce qui rcvient au meme en vcrtude la relation (1), 

dx du 



On peul done ecrire 

/dx rdu , , 

= I — =]o^'w-i- const 
S'i-^x'- J u 



log' {x -h \l\-^-x'^) -h const. 
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On intefrrcrait de la meme maniere , et Fonaurait 

^ yjx^ -+- k 



j 



dx 



Vx^-f-fc 



= log' {x -f- s/x" -f- k) -\- const. 



IV. Soit maintenant a inlegrer dx yJi-{-x'^; on commencera 

, i\-\-x^)dx 

par multiplier etdiviser pari/ 1 -4-aJ%cc quidonne — . 

On a done 

r r dx c ^*^'^ 

(2) I dxsJ\-\-x''= 4- ,- - . 

La premiere intcgrale du second membre est conne ; la 
seconde pent s'ecrire 

xdx 



f.. 



V'i ^-x' 



la quantite sous le signe / est alors un produit de deux fac- 

teurs, dont Ic second est la differcnliella de \^i + x^ ; on a 
done, en appliquantle procedc de Fintegration par parties, 

fx.—^^ = xJU^'— f sJU^\dx; 
et, en substituant dans la relation (2), 



/ 



dx sj\ -hx'^ log' {x -h v/ 1 + X'') 



X 



yH-X*— / \Ji-hX^ .dx. 



Le dernier termc du second membre est alors Ic premier 
membre cbange de signe. Si on le fail passer dans le premier 
membre, et qu'on divisepar 2, il viendra done 
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r dx )/l-hx^= A [log' {x -\- v/T+lc*) + X v^l H- x«] -h const. 

On integrerait de merae dx \/x*-f- fc, et Ton trouverait 
/ dxyjx^-hk=^ [fclog' (aj+y/x*-!- fc) -f-o? v/^^-hfc] +const. 

Mais si Ton avait a integrer dajy/x* — fc, on aurait 

/ dxv^a;*~t;=^ [— fclog'(ic-4-v/x*— fc) -f-ic\/x* — fc]. 

Ce resultat ne differe du precedent , comme on pouvait s'y 
attendre, qu'en ce que k est change en — fc. 

118. — V. Si, dans les exemples qui precedent, le radical 
portait sur un trinome du second degre, ce cas pourrait etfe 
ramene aux precedents ; mais les resultats seraient de nature 
differente, selon que le terme en x^ serait affecte d'un coeffi- 
cient positif ou negatif. 

Supposons-le d'abord negatif, ct soii C'\-bx — ax* le tri- 
nome place sous le radical. Ce trinome pourra s'ecrire 

a - H- - X — xM , 
\a a J 

ou, en ajoutant et retranchant dans la parentkese j-^ , 

quantite qui est de la forme 

a[P«-(x — a)^]; 

c b^ 
car on doit admettre que - + j-, est positif, autrement le 

radical serait imaginaire pour toutes les valours de x. On 
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pourra done poser 

et , en faisant la substitution , on donnera au trinome la 

forme a^«(l — m*), et le radical portera sur 1 — ^^^ On sera 

done ramene aux cas traites au n° 1 76. 

ilx 
Soit, par exeraple, a integrer ; en ajoulant 

\/l -hGx — x* 
et retranchanl sous le radical Ic carre de la moitie du coeffi- 
cient de X, c'est-a-dire 9, on pourra ecrire 



v/16— (x — 3)«' 
On posera 

a; = 3 + 4m, d'ou dx = iduj 
et Ton aura 

4du . , ^ du 

z==, ou simplement 



vl6 — 16m^' ' v^l — u^' 

on aura done 

/dx /' du 
— — I = arc . sin ii ■+- const. 

T ^— 3 

= arc. sin — ; h const. 

4 

Soit encore a integrer 



dx V' 6x — x^ ; 
on pourra ecrire 



dxs/W^-(x — 'of. 
On posera done 

a; = 3-f-0M, d'ou dx^Zdu^ 

et il viendra 

Zdu v9 — 9^^* ? ou 9du sj \ — u • 
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On aura done 

rdxySx — x'=9 frfuv^l— u' 

= ^ [arc sin u-^n ^l — m*] H- const. 



= |[,„3i„'-=l-H5=-yi-4£^] + e.ns.. 

= 9 r ^ gi^ £^ + 1 (^ - 5) v/6^^^=^^1 + const. 

£^9, — VI. Supposons en second lieu que le coefficient 
dex* soitpositif, et soit ax'^-^bx-{-c le trinome. On^pourra 
recriro 



a a 



ou, en ajoutant ct retranchant dans la parenthese le terme ^-i' 



VI b\^ c b'l 



quanlite de la forme 

a[{x — aY±^']. 
On posera 

x = 7.± gu, d*oii dx = ± ?i(lu ; 

et, en substituant, le trinome dcviendra 

a {?^hi^ ±i ?»') , ou a'^^u^±i); 

et le radical portcra sur w^dz 1 . On sera done ramene aux cas 
traites au n** 177. 
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Soil, parexemple, a integrer 

C^x — 1)dx 

Letrinome sous Ic radical pourra s'ecrirc 

4(0;'- — 4a; -+-5), ou 4 [(jc — 2)»h-1]. 

On posera done 

x = 2-\-iij d'oii dx=du; 
et, ensubstituant dansla difforentielle donnee, elle deviendra 

(5a -I- 4) du 

On aura done 

r (dx—2)dx 7) r ndu C du 

J \/4x'— iijx -h 20 " "^ J v^M^ J V w' -h 1 

= 9 v'^^^^ -{- 1 -4- log' (« 4- V ^^" H- 1 j 4- w y/w* + 1 H- const . 

= r) vA^-V-Hl +log' [(x-2) + v'(x-- 2)^+1] 



-f- (a? — 2) \,f(x — 2)^ + 1 + const. 
= log'[(x — 2) +v/x^ — 4x4-5] 



4- (^ — o) A'^— 4x4- 5 4- const. 

ISO. — DifferentieUes binomes. On donne ce nom aux 
differenticlles dc la forme 

(1) x''{a-{-hx')\dx. 

On pent rcmarqucr d'abord que si p etait un nombre en- 
tier, on pourrait dcvelopper Ic binoine, el, en niultipliant ses 
ternfies par a;"V/a*, on aurait une suite de differenticlles de la 
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forme Ax^dx que Ton pourrait integrer scparement. Nous n'a- 
vons done a considercr que le eas ou p n'est pas un nombre 
enticr. 

On ne diminue pas la generalile de Texpression (1), en 
suppo<ant 71 positif, car si I'on avail 



x^ 



C7 ' 



on pourrait ccrirc, en raultipliant par x" dans la parenlhese 
ot en divisant par x"^ hors de la parenlhese, ce qui ne chan- 
geialt pas le produit, 

x'^-'^p (b -\- axy dx , 

expression qui est de mcme forme que la proposee, mais ou 
I'exposant n est positif. 

On ne diminue pas non plus la ^eneralite de Texpres- 
j-ion (I) en supposant in et n entiers. Supposons-les, en 

effct, de la forme et - , de telle sorte que la differcntielle 

r s 

proposee soit 

"1/ « \p 

x^[a-\- bx' ) dx. 

On posera 

X = ?(''% d'oii dx = rsu^^~Ulu ; 
et, en substituanl, il viendra 

rs,ir{a-{-b'y.ti''-'.du, 

expression qui, au facteur constant pros rs^ est de meme 
forme que la proposee, avec cette seule difference que les 
ex|,osants ms et nr sent entiers. 

Kn definitive, on voit que dans la differcntielle binome (1) 
il est perrais de regardcr m cin comme entiers, et n eomme 
positif. 

181. — Nous avons vu que la differentielle binome est in- 
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tegrabic dans Ic cas dcp entier. Elle Test encore dans deux 
autres cas. 1° Posons, en effet, 

d'ou 

En subsliluant ccs valeurs dans Texpression proposee, on 
obtient 

mj-l 

1 _ /?( — a\ « , 

lit I 1 

et I'on voit que celle differentielle scrait integrable si 

* ^ n 

etait un nombre entier et positif. 

S'^La differentielle binome peut s'ecrirea;'"'^"^ . (ft-h flaj'^j^te. 

Si on operesur cette quanlite commenous venons de le fairc, 

on obtient la condition d'integrabilite en remplagant m par 

m-i-wp et ?i par — 7i. On trouve aussi que Texpression est 

integrable si la quantite 

' , ou — hp 

est un nombre entier et positif. 

Dans tons Ics autres cas, la differentielle binome ne pen 
etre integree a Taide des fonctions algcbriques et logarithmi- 
ques. On se propose ordinairement alors de ramener son in- 
tegration a celle d'une differentielle de meme forme dans 
laquelle les exposants rn et p soient les plus petits possible en 
valeur absolue. 

i8«. — Si Ton ecrit la differentielle binome sous la forme 

(a-\-bxy.x'^dXy 
on voitqu'elle est le produit de deux facteurs, dont Tun x'^^dx 
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est une differentielle connue ; on peul done appliquerle procede 
de rintegralion par parties, et Ton aura 

(2) ^(a-^6x")^x•da:=(a-f-bx«)p.-^ — j 

7 . pbn (a 4- b3if)^^.sf^^dx. 

m -h 1 m -f- 1 J ^ ^ 



se- 



La differentielle binome placee sous le signe | dansle 

condmembre est de meme forme que la proposee ; elle en dif- 
fere en ce que p est remplacce par p — 1 et m par m-{-n, 
Mais on peut deduire de la formule (2) une autre formule qui 
ramene Tintegrationde la differentielle proposee acelle d'unc 
differentielle de mcme forme, dans lacjuelle m conserve sa 
valeur, et ii est remplaceparp — 1. Pour cela, on observe 
qu'on a 

tx'*"-^" = x"^ [a -+- bx'') — ax"^. 
Si Ton substitue celte valeur dans (2), on obtient 



/ 



(a -+■ bx")' . xHx = (" + ^^y ■ ^ 

■ m ■+- i 



m-f-l 



^ i x'' (a -^ bx")P-' dx , 



m 



et, si Ton passe Ic terme affecte du signe — dans le premier 
mcmbre, on en tire aprcs reduction 

Cl , 7 n\n >» / (a-hbx^'Yx"'^' 

/5) i J m-i-\-hpn 

^, I x'Ua-^bxy-^dx. 
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On pcut renverser cctte formule, c'est-a-dire en tirer la 
valcur de Tintegralequi figure dans le second membre. Si Ton 
fait ce calcul, et que Ton change ensuite p en p-f-l, on 
oblient 



(4) 



/ (a + frxY.^ d^ = — -^ T\ 

J (p'i-i)na 

m-hi-hnlp-hl) r , „,„_^, „, 



(p-f-l)na 



Les formules (5) ou (4),serviront, quel que soitlcsignede/j, 
a ramener Tintogralc proposcc a unc autre de memo formr, 
ou, m restant le mcmc, la valcur absolue de ]; aura ete di- 
minuee d'unc unite. Et, en repetant un nombre de fois suffi- 
sant cette operation, on ramenera I'exposaut dep a avoir pour 
valeur absolue une fraction. 

183. — La differentielle proposcc pcut elrc decomposcc 
d'une autre manicrc en deux factcnrs dont Tun soit une diffe- 
rentielle connue. xMultiplions et divisons, en effct, par la dc- 
rivce de ftjc'*, c'cst-a-dire par nhx'^~^ ; nous pourrons ecrire 

\ 

T- . x'"-""^* . (a 4- bxy' . hnx''-'dx. 
on 

Sous celte forme on rcconnait que le facteur 

[a-^hxyMx''-'dx 

est la differentielle do {a-\-hxy^\ divisce par |J -4-1. En 
appliquant done le procedc de Tintcgration par parlies, on 
pourra ecrire 

I X'' in -1- hxy ,dx = -r- ^'"-" "' . ^ -/— 

(5) / •>' '''' ^'^^ 

{p-\'\)nb J 

L'integralc proposcc so trouvc done ainsi ramcnce a une 
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autre de mcme forme, dans laquelle Texposant m est remplace 
parw — n, et I'exposantp par p -Hi. Mais on pent deduire 
dela forme (5) une autre formule qui ramene Tintegrale 
proposee a une integrate de meme forme, dans laquelle p con- 
serve sa valeur, et m est change enm — 1. Pour cela, on 
observe qu'on a 

^m-n ^^ _|_ bxy-^^=x'^'"' {a -f- bxy . (a H- frx") 

= wa;™-" (a -f- bx^ -\- to™ (a -h bxy. 

On a done 

J x"*-" {a 4- ftx")^' .dx=a I a;"*-" (a 4- bx^ dx 



b j x'^ia-^bxydx 



Si Ton substitue cetle valeur dans la relation (5), qu'on 
fasse passer le dernier lerme dans le premier membre et 
qu'on reduise, on en lirera 

/ x"' (a -h to")P dx = —T-, — ^^ — i — 

b{m-\-i-hnp)J ^ ' 

On peut ensuite renverser celte formule, c'est-a-dire en 
tirer la valeur de Tintegrale qui figure dans le second membre; 
et si Ton change alors m en m-\-n^ on obtient 

r m/ u nx.i x^'-^Ha-^bx'')^' 

I x"^ (a -h bxy dx ^= \ rf — 

(1)1^ «(m4-l) 

^ ; n — i-^ / ic"'-^" (a 4- to" . dx. 

a(m4-l) J ^ ' 

Les formules (6) ou (7) serviront, quel que soit le signe 
frm, a ramener Tintegrale proposee a une autre de meme 
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forme, dansldqucllc,p restant le meiue, la valeurabsolue dem 
sera dimiimee de n. 

En employant successivement les formules (5) ou (4), puis 
les formules (6) ou (7), on parviendra a retrancher de p toutes 
les unites contenues,et de m tous les multiples de7i qu'il ren- 
ferme. Quelquefois Toperation pcut etre abregee par I'emploi 
des formules (2) ou (5). 

Remarque. Les formules (3) et (6) sont en defaut quand 
tn-\-i-+-np est nul ; ou, ce qui revient au meme, quand 

p est egal a zero. Mais alors la differenlielle binoroe 



n 

est inlegrablo directemeiit (181, 2"). Le nombre p elant frac- 
tionriaire, on n'a jamais p + 1 = ; ainsi la formule (4) n'est 
jamais en defaut. Mais la formule (7) est en defaut pour 
m = — 1 . Or, dans ce cas encore, la differenlielle binome pcut 
6tre integree directement (181, i*"). 

184. — Prenons pour exemple la differenlielle 
J ou a;*(l — a;*) -.rte. 

On a dans ce cas 

5 

m = 4, n = 2, p= — ^. 

Pour diminuer d'abord la valeur absolue de I'exposant p el 
cello de Texposani ??i, employons la formule (5) ; elle don- 
' nera 

(8) / x' (1 —x^) ' dx — + x^ (1 - x^) ' dx 

_i 
— 3 I x^{\'-xy,dx. 

Pour diminuer encore I'exposant de x dans le facteur hors 

15 
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parcn these, faisons usage de la formule (6), en y faisant 

1 

m = 2, ?i= 2, p = — ^ ; elle donnera 



dx 



1 1 

= — n ^ v/1 — aJ* -I- -J arc sin x -\- const. 

Substiluant ccttc valeur dans (8), onobticnt 

/V(l-x')"'</x = x'(l— a;V + |a;(l— x')* 

— jr arc sin a; -h const. 

It 

185. — Dlfferentielles logarithmiques et exponeiitlelles. 
L'inlegralc dc lo'^x .dx s'obtieiit par Ic procede de Pinlegra- 
tion par parties. On a, en cffet, 

/• r lofT e 

f loga:. (/x=r- logx\.x'— / — ^^rfx.x 

«/ tJ X ' 

= a.'lo«M' — .rloije -h const. 



Plus gcneralemeiit on (rouvc par Ic meme precede 



m-t-l ^ ^m+l ]Qg^ 



/ X'^ lOff . X . rfX = lo«^ . X . T — / r . — ^ 



cte 



i log^. ; — 4-const. 



On a vu (108) comment on peut integrer a^dx en multi' 
pliant et divisant par uiio constante convenable* On a , en 
effeU 

I aUlx s: —^^ / -J^ a'^dx = ~ a"" -\- const. 
J log a J log 6^ loja 
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On trouve de la memc maniere 

J log a J \oge log a 

Si a = e^ il vient 

/ e'dx =Le'^-\- const, et / e~^dx = — ^""^ -4- const. 

II pent arriver que, dans ces expressions, x soit multiplie 
par un facteur constant ; comme, dans la differentiation, ce 
facteur affecte la derivce , il faut, dans I'integration, tenir 
conipte de cette circonstancc en multipliant et divisant par ce 
incme facteur. On trouvera, par exemple, 

A^"'^ H- e-"'')dx = ~- f{me"'''-\-me-'')dx 
%j 111/ 1,/ 

1 

=1 (e"''= — e-"'') 4- const. 
m ' ' 



el 



/ (^'"^ — c'-'""') dx — - / [me'" — mer''')dx 

\ 

= - - (a'"^ -[- c"'"-') 4- const. 
m ^ ' 

Ces deux formules trouvent leur emploi dans les applica- 
tions. 

L'exponenliellcpcutetremultipiiecpar uno puissance dej; ; 
I'integration par parties permet alors de diminucrd'uneunitii 
Texposant de cette puissance. On a, par exemple, 

( I ) / V e'dx zr= j;"' e"" — m fx""-' c'dx . 

Si m est entier et positif, en repetant un noinbre suffisant de 
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fois celte operation, on obliendra exactemenl I'integrale de- 
mand^e. On trou vera, par exem pie, 

Tx' e'dx = ^ (x' — - 2x -+- 2) -I- const. 

Si m est negalif, on peut renverser la relation (1), c est- 
a-dire en tirer la valeur do Tintegrale placee dans le second 
membre ; en cliangeant ensuilc in en m -I- 1, on obtient 

a;™ e'dx = ; -r / x^'^'e'dx , 

m-hl mH-lJ ' 

ct si m est enticr, en appliquant un nombre suffisant de fois 
cetle formule, on ramenera I'integration demandee a dependre , 

de / x^^e'dx. On ne pourra pas aller audela, parce que la i 

formule (2) est en defaut pour m = — 1. On verra plus loin ( 
que celte derniere integrale s'obtient par developpement en 
serie. 

Si Texposant m est fractionnaire, Temploi des formules (1) 
ou (2),selonqu'il serapositifou nogatif , permettra de ramener 
I'integrale demandee a une integrate de meme forme dans la- 
quelle Texposant de x sera une fraction. 

i8«. — Differentiellesrenfennajit des fonctionscirculaires. 
II resuite immediatement de ce qu'on a vu dans le calcul dif- 
ferentiel (44) que Ton a 

/ iii\\xdx = — cos j; -f- const. 

et 

/-I 
cos xdx = -\- sin x -+- const. 



/ 



Soit a mtegrer 



J 



iangxdx ou 



sinxdx 
cos a; 
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on reman|nera que le numeraleur est, au signe pros, la diffe- 
ronticUe du denominateur ; si done on ecrit 

— slnxdx 
cosx ' 

on aura une expression de la forme — , qui est ladifforciitielle 
du logarithrae neperien de ii ; on aura done 



— s'mxdx , , 

- z= — log' . ros X H- const 



//^ sin x 
Ur\^X(lx = '— I — ^ 
° J cosx 



On trouvera de memo 



cotxajc= I — : = lo^. sin a; -{-const. 

J s\nx 



(Ix 
Ponr intef^ror -r-^ , on pose 
° s\nx ' 



xz=2n, d'ou dx=^2du^ 



ce qui donnc d'abord 



2dii du 
on -: 



in 9 



suvzu Sinn COSH 



On divise ensuite Ics deux lermes par cos-//, ccqui donne 



du 



cos- n 



tang u 



Mais — -- est precisement la differentiellc de tan'??/ ; ainsi 
cos*/( * " 

I'exprossion a intogrer est la differentiellc du logarillnne nc- 
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perien de tangu. On a done 

rdx i 

- — == log' . ting n -+- const. = log' . tang ^j ^ + const, 
sin jc A 

L'integrale \ se ramene a la precedente en posant 



X 



> 



d'ou 

i\x = — dtj; 

et, par suite, 



I = — / -^— = — lo";' tantr - w -j- const. 

J cos X J sm 1/ ° ° 2 ^ 

= — log' lang U — I j +consl • 

187. — II resulte dc ce qu'on a vu dans le calcul diffe 
rentiel (44), que Ton a immediatement 

/ . , rfx=: — cot. a; -4- const. 
J suvx 

et 

r dx 



/ — r- =tanfra:H-consl. 
J cos .r ^ 



Quant aux intci^rales 



/ sin-xv/x, et / cos^o'rf.r, 

on les oblient aisement par addition et souslraction. On 
a, en effel, 

/ cos'xdx-^- I sin^xdx 
= I (co^^x-h^in-x) dx= j (/.r:=a;-+-const. 
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et 

fcos^xdx— j sm^xdx 

= f (cos^ X — sin* x) clx = j cos 2x dx , 

ou, en multipliant et dlvlsant par 2, afin d'avoir sous le 
signe d la meme variable que sous le signe cosinus, 

I cos^xdx — fsin^xdx = ^ j cos 2a:d . 2x 

\ 

= - sin 2x-i- const. 

Par suite, 

r I I 

/ cos'-xfte = 5X-+- 7M:i2jc4-consl. 

2aJ4-sin2x 



const. 



et 

/' 1 1 

/ s\n''xdx=^x— jsm^x -i- coml. 

2.r — sin2aj 

=1 (-const. 

4 

Si Tonavaita integrer sm^xco^^xdx^ on pourrait ccrirc, 
en multipliant et divisant par 4, 

7 . 4 sin'jc cosMJ dx, ou -^ sin-2.r //j?, 
4 ^j* 



oil encore 



'Jsin'2j:r/.2^. 



\ 
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En vcrtu de la formulc qui precede, il vysndrait done 

/ sin«x cos' xdx = - / sin« 2xd.^x= ^^ \- const 

/sin cc 
, dx, on pourrait ecrirc 
cos «Z/ 

— —-dx= I — I I dx = iainQX — x-H const. 

cos*x J aos^x J ^ 



On aurait de mcme 

/cos^xih r (f^ r t 
— r-- — = / ^-1 / (/jc= — cotx — X-+- const, 
sni'x* J snvx J 

Plus gonenilemont, si Ion a a integrer sin'"xcos''xdx, et 
que I'un des exposants m ou p soit impair (on les suppose tons 
deux entiers), Tintegralion pourraclrc ramenee a cellc d*nnc 
fonclion algebrique cntiere. Car soit, par exemple, 

p = 2k-hi. 
On pourra ecrire 

sin'" X cos** X . cos X rfx ; 
et» en posant 

sinx = ?/, d'ou cosx=(l — ?/*)-, 
ct 

cosxdx = rf?i, 



< • . » 



on aura a integrcr 



n"'(l—uy.du, 
diflereptielle algebri(|ue, ralionnclle ct cntiere. 
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Par exemple, on trouvera ainsi 



/ sin^ X cos* X dx=^ j u*(i — w*)* 



dii 



/ 9 H 13 15 

1 4 . 6 . 4 . 



,^ s'm^^x -I- const. 
15 

Plus generalement encore, et quels que soient les expo- 
sants m et p, on pent transformer sin"*aj cos^o: dx en une dif- 
ferenlielle hinome, en posant sin x=zu. Car on pent ecrire 

sin"* j; cosP""* a:; . cos ic dx^ 
ce qui revient a 

188. — Les (lifferentielles qui renrerment des fonctions 
circulaires inverses, telles que arc sin xdx, on arc iangxdx 
s'intcgrentpar le precede d'integration par parlies. On trouve, 
en effet, 

/' . , . r xdx 
I arcsin^aa;=arcsin j;..x — I , 

=x arc sin x-h\\ — x^ -{- const. 
I arc tang x . dx =arc tang x .x — I x. -. ; 



arc 



1 r^xdx 
isiuifx.x — ci I M ?• 

"^ 2 J i-hx"^ 



Dans le second membre, la quantitc sous le sii^me j est une 
fraction dont le numerateur est la differenlielle du denomi- 
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nalcur,c'esl-a-dircune fraction de la forme — , qui est la dif- 

ferentielle du logarithme neperien du dcnominateur u ; il vient 
done 

/ arc tang x.fLc=x arc tang x — ^ Iog'(l -\-x*') -H const. 
On trouverait de memc 

I arc cos J ,dx:^x arc cos x — v^l — x* -4- const., 
ct 



/ 



arc cot xdx=x col x-h-x log' (1 -Hx') -H const. 



189. — C'est encore a Taiile du precede d'integration par 
parties que Ton integre les differentielles simples qui con- 
tiennent des cvponenlielles et des sinus ou cosinus. On 
Irouvera, par cxemple, 



mais 



— I e*sin.rf/.r= / e^( — sin.r)rf.r = e* cosx — / e'cobxdx. 



Par consequent 



/•«.».,„. = ,. „i„.+C„SX)-f.-CO,X 



(Ix^ 



ot, en passant le dernier lernie dans le premier niembrc ct 
divisant par 2, 



/ 



1 

(f cos xdx = ^ e^ (sin J -h cos ;;) -+- consl. 
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too. — Si, dans les expressions etudiees aux n°' 186, 
187, 188, 189, la variable x etait multipliee par un facUur 
constant, I'integralc devrait etre divisee par ce facteur. On 
aurait, par exemple, 



X , , sin ma; 
cosmxdx = - I cos mx.chnx = h const. 



/ cos mxdx = - I c( 

/I 1 r • J cosmic . 
s\nmx(lx=z / ^i>inmx,awx= — f-consi. 
mJ m 

/tang wx* . rfx = / 
mJ 



sin mx d mx 
cos mx 



-llog'cos,«.4-const. 



/, i (* cos mx dmx 1 , , • < 

cot mxdxz=z~ j — : z=z - lo;»' sin mx -h const. 
mJ sHimx m ^ 

/sin- mx (te = — / sin- mx . dmx 
mJ 



2mx — sinSmx' 

1 h const. 

Am 



J cos' mx dx = ~~ I cos* mx . dmx 
mJ 



^mx -h s\i\ 2mx 
= 7 • -h const. 

im 

ot, ainsi des autrcs. 

§ 3. — INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES PAR DEVELOPPEMENT 

EN SERII 

191 . — Considerons d'abord Texpression / f(x) dx. Celto 

*/ 

expression est une fonction dex, dont la derivee est f{x) ; si 
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done f(x) el ses dcrivees successives conscrvent dcs valours 
finies de a X, on ponrra dcvelopper rexpression proposee 
par la formule de Maclauriii (69) ; et, en remarquant que 
I'integrale s'annule pour x=0^ on aura 

La serie qui forme le second membrc pourra done lenir 
lieu de la fonclion dont f{x) estladerivee. 

Considerons maintcnant I'integrale I f{x) dx. Si f(x) et 

ses derivees conservent des valours finies de a a:, on pourra 
remarquer que Ton a 

/•x /»j /%a 

I f(x)dx= I f{x)dx'- I f{x)dx, 

J a Jo Jo 

Si done on developpe par la formule (1) les deux integrales 
qui figurent dans le second membre, et qu*on operelasous- 
traclion, on obtiendra 

fax) dx=f{0) . ^ + r (0) ^' 
(2)- " 



x^ — a' 



Si f(x) et ses derivees conservent des valours finies de a 
a X, mais (ju'il no soil pas permis d'y faire x=0^ on pourra 
operer comme il suit. 

Posons 

x = a-{-u^ 
et 



/. 



a-f-tt 



1 



f{a-\-u)du = V{u), 
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Nous pourrons developper la fonction F par la serie dc 
MaclHurin. Mais nous aurons 

F (0)=0, P («)=/• (« + «), d'ou F (0) =f (a), 
¥''(u) = f'{a-i-u), d'ou F"(0)=/' (a), 
F'" (h) =f" (a + «) , d'ou F"' (0) = f" (a) , 

el ainsi de suite. II viendra done 

(5) J^ A«+«)d«=o+r(«).i+r(«)i7cj 



jt' 



+ /"<«) 1173 



• • • • 



OU 



/. 



){x)dx=f(a)^^-^l^a)^^ 



^^^ ' r (a) (^ - ^^^ 

' ^''' 1.2.3 

I9jj^ — L'integration par developpemenl en serie peut 
encore etre presentee d*une autre manierc qu'il est utile de 

connaitre. Soil f(x) la fonction placee sous Ic signe / ; et 

supposons qu'on puisse la developper par la serie de Ma- 
claurin, on aura 



fix) = /•(0)+ /" (0) I +/•" (0) ^^ + r (0) j^ 







Multiplions les deux merabres par rfx,cl integrons entreles 
limites et x^ il viendra 
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Or, soient a et ^ la plus graude et la plus petite vaieur 
c]ue prend R^ quand x varie de a a; ; on aura 

arfx>R„rfx>gdx, 
et, par consequent, 

«^> / R„rfx>px. 

La quantite i R„^x est done egale a un certain pro- 

duil kx^ dans lequel k designe une quantite comprise entre a 
et g. Mais R„ lendant vers zero a mesure que n augmente, il 
cii est de meme de a et dc [S, et par consequent ausside la 
quantite intermediaire t. Done kx lend vers zero a mesure 
que n augmente, c'cst-a-dire que I'intcgrale qui figure dans 
ie second membre de Tequation (4) est un reste qui tend 
vers zero. On pent done se dispenser de I'ecrire, et Ton re- 
tonibe ainsi sur I'equation (1). 

Si Ton integrait entre les limiles a et a?, on retomberait de 
m^uie sur I'equation (2). On pourraitaussielablir dela mcmc 
maniere Tequation (3) en developpant/'(aH- m). 

i»t bis, — Comme premier exemple de ce qui precede , 
proposons-nous de developper unarc en fonction de son sinus. 
L'application de la formule du binome (80) donne, pour x^ 
compris entre -f- 1 et — 1, 



s/1— X 

Multiplions les deux membres par dx, ct integrons de a x, 
il viendra 

l.x^ \.o,x^ i.3.5r 
arcsina;=^-h -^r-^ 4- ^ , . -h .. . .. ^ -4-. .. * 



2.3 2.4.5 2.4.6.7 
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Pour x=\, on oI)tient 

(5) __i+_4.^— _ + ____4-.... 



Comme second exemple, chorchons le developpcmeiil de 
Tare en fonction dc sa langente. La formule du binome 
(lonne 

1 



(i — x^)~^=\ —X^-hX^—X^-h..,, 



MuUiplions par dx ct intcgrons de a x, nous aiirons 



x^ x^ x'^ 



(6) arc tang a; = x — -r -^r 7" -!-•••• 

Pour x=i, on obtient 

111 

193. Remarque. — Les formules (5) el (7) ne convergent 
pas assez rapidement pour servir au calcul du noinbrc::. Mais 
on peut en deduire des formules plus convergentes. On dc- 
montre aisement, et il est facile de verifier, que I'on a 



d^ou 



1 1 

arc tang . 1 =: i arc tang ^ — arc tang . ^^^^7, , 



/ 1 1 \ 

7: = 4 ( 4 arc tang ^ — arc tang . ^-^ J . 



1 1 

On calcule arc tang ^, ct arc lang ^^ par la formule (6), el 

en substituant on obtient la valeur dei:; II suflit d'employer 
les onze premiers termes du premier developpement, et Ics 
trois premiers termes du second, pour obtenir Ic nombrc :: 
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avec quinze decimales. (Voir les Traites d'Algebre supe- 
ricure.) 

i94. — Au lieu de multiplier les deux membres de la for- 
mule dc Maclaurin par dx^ on peut les muUiplier par x^clx, 
m ctanl un exposant positif ; et, en integrant de a a x, on 
olitirnt 



^x'f(x)dx=f{0). ^ ^J'^ +r(0)^ 



.m-+-2 /!'""•"' 



l.(m-i-2) 



/yiHIH-S ^__ «nH-3 



^"^^U.'2.(rMH-5) 



c^ (Ix 
la diiTerenticlle , que nous avons rcncontree au n** 185. 



On (lemontrerait, commc au n*" 191, que le resje de la serie 
tend vers zero. 

On pent appliqutr une nielliode analogue a Tintegration de 

e^ (Ix 

X 

On a, en effet, 

dx 
Multiplions les deux membres par— et integrons de a a x, a 

X 

etant suppose po^itif, il viendra 

J^^ (fdx , , X X — a x^ — a* x^ — a* 
, ^~ ^'^'a~^~l ^X2T"*" 1.2.3.3 

x^ — a" r^^ dx 

^"1.2.3.4.4"^"-*"^ j, "T* 

Or, si a et P designent, comnie plus haut, la plus grande 
et la plus petite valeur queprenne R„ quand x varie de a a a:, 



1 



'integrale I R^ — sera comprise entre a / — et(^ I — , 
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X X 

c'est-a-(lire entre a log' . - el ^ log' . -. Elle aura done pour 

X 

valeur une quantife telle que k log' . - , fcelant corapris entre 

a et p. Mais R„ tendanl vers zero a mesure que n augmente, 
il en est de meme de a et de (^, et par consequent aussi de 

Jdx 
R„ — est un reste 
a 3C 

qui tend vers zero, et que Ton peut se dispenser d'ecrire. 



§ 4. -^ CALCUL DES INT^GRALES DI^FINIES PAR APPROXIMATION 

195. — Lorsqu'une integrale detinie ne peut etre obtcnue 
par aucun des procedes d'integration connus, on peut tou- 
jours en calculer la valeur numerique avec une approxima- 
tion plus que suffisante en general pour les besoins de Fap- 
plication. 

C'est encore an calcul approche qu'il faut recourir lorsquc, 
comme cela arrive frequemment dans les questions qui tou- 

chent a la pratique, la fonetion qui figure sous Ic signe / 

n' est point connue sous forme mathematique, raais qu'cllc 
est seuleraent donnee par des valeurs isolecs ou par le trace 
d'une courbe. 

II existe, pour le calcul approche de la valeur numerique 
des integralesdefinies, plusieurs methodes, dont laplusrcpan- 
due estfondeesur les considerations geometriques suivantes. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse 
d'evaluer le trapeze curviligne AOQC, 
limite par une courbe ABC qui n'est 
point donnee, mais dL'termince seule- y, 

ment par les trois ordonnees equidis- 
tantes AO, BP, CQ, que nous appellc- " oLtttJi' o 
rons j/o, 1/^, j/g. Designons par h I'inter- 
valle OP=PQ des ordonnees. 

16 



c 



y. 



Fig. 57. 
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Si la courbe ABC est conlinue, et si, entrc les points A et C, 
elle nc presonte ni inflexion ni aucun autre point singulier, 
on pourra, sans erreur notable, la remplacer par une autre 
courbe quelconque remplissant les memes conditions, par 
exemple par une parabole ayant pour axe une parallele aux 
ordonnees; c'esl-:i-dire quel'aire du trapeze curviligne limite 
par celle parabole, Taxe des x et les ordonnees extremes, 
differera fort pen du trapeze curviligne propose. Et Terreur 
sera d*autant moindre que la distance h sera plus petite. 

Si I'on met Torigine au pied de la premiere ordonnce, 
Tequation de la parabole dont il s'agit sera de la forme 

(1) J/ =: J/o -h flX -h &X^ 

Et comme elle doit passer par les points B el C qui ont pour 
coordonnees 

x = h,y=y^, et a; = 2/i, j/ = j/„ 

on devra avoir 

equations qui determinent a et h. Posons A^ = j/^ — j/q, la 
premiere dcs equations (2) pourra s'ecrire 

i7)) \ = ah-{-hh\ 

Posons de memo 

en retrancliant inembrc a mcmbre les equations (2) on ob- 
tiendra 

(4) ^\z=ah-hobh\ 

Posons enfin, 

Aj= A'j — Aj, 

on trouvcra^ on retrancbant membre a membre les equa* 



\ 
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tions(3) et (4), 

(5) \=2bh\ 

De cette derniere on tire 

/. — !-' 
2 /i' ' 

et, en substituant dans (5) , on obtient 



I 

At—; 
a 



Ai - 2 ^ 



h 
L'equation de la parabole est done 

(6) i/ = y,-f-(^^-|A,j|+|^,.*,. 

Cette equation, dans laquelle Ics quantiles A^ et A^ sont ce que 
Von appelle la difference premiere et la difference seconde, 
est cellc qui, dans la pratique, sert a resouilrc le probleme de 
I'Interpolation *. 

Pour obtenir I'airc de la parabole, il suCfit (102) de multi- 
plier les deux membres de l'equation (6) par dXy et d'inte- 
grer entreles lirnites a; = et x = 2h, ce qui donne, en ap- 
pelant U Taire cherclieo, 

U = 2hy, H- 2/t (^A,— cj ^ ) + g ^'' 

ou, en remettant pour A^ et A2 leurs valours a^ =: j/^ — j/^, d 

(7) U^2fe(j/,+ ?^-~^^-^?^- )=^(i/, + .%, + y.). 

* Voir ce mot dans iioti*c Dictionnaire dcs Malhcinatiqucs appUquccs* 
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ifie. — Sup|)osons maintenantqu'H s'agisse d'evaluer Taire 
(lu trapeze AOCB limite par une courbe quelconque AB, I'axe 
des Xy et deux ordonnees extremes t/^, Y. Divisons Tinter- 







^- 




M 

1 


r- 


N ^ 


^ 




I 1 

1 1 




w. 


y. 


1 


"• 


1 1 


Vn 








p 




Q C 


X 



Fig. 38. 



valle OC de ces ordonnees en un nombre pair n de parties 
egales, et soit h I'une de ces parties. Par tous les points de di- 
vision raenons des ordonnees, que nous designerons successi- 
vement par j/^, i/^, i/_. . .j/„_i. Soit w^ I'aire du trapeze curvi- 
ligne limite par les ordonnees y^ et j/j, u^ celle du trapeze 
limite par les ordonnees j/^ et j/^, et ainsi de suite; enfin, 
M„ celle du trapeze limite par les ordonnees j«_8 et Y. Nous 
aurons, en vertu de la formule (7) etablie au numero pre- 
cedent 

1 









1 

M„ ==h (i/„_2+ y„-i-+-\) . 



Ajoutonsmenibre a membre toutes ces inegalites, et soit U 

1 
I'aire totale a evaluer. Le facteur - h sera commun. Les or- 



donnees extremes y^ et Y n'entreront chacunc qu*une seule 
fois dans la somme. Les ordonnees d'indice pair j/,, j/^, 
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l/e^"* !/«-2 y entrenl chacune deux fois. Les ordonnees d'in- 
dice impair j/^, y^, J/s* • • -Vn-u Y enlreront chacune qualre 
fois. On aura done 



(8) ("'"s'''^^^"^^^'^'^^^^'^^'^"^'^^ 
2(!/2-f-!/v-H?/6-^----^?/n-8)]- 



Vn-i) 



Telle est la formule ile Thomas Simj)son, Elle s'enonce en 
disant que : Vaire de la courbe a pour valeur le tiers de rin- 
tervalle de deux ordonnees consecutives, multiplie par la 
somme des ordonnees extremes^ plus qualre fois la somme des 
ordonnees d'indice impair, plus deux fois la somme des or- 
donnees d^ndice pair. 

Le resultat du calcul s'approcliera d'autant plus de la 
verite que le nombre n sera plus considerable. 

19». — Pour doniier une idee de Tapproximation, propo- 
sons-nous d'evaluer par cette methode I'aire de riiyperbolc 
cquilatere j;j/=l, depuis I'abscisse 1 jusqu'a Tabscisse 11. 
Divisons rintervalle 1 1 — 1 en dix parties egalcs; les ordon- 
nees repondant aux abscisses 1, 2, 5..., 10, 11 auront pour 
valeur: 



x = \ j/, = l,000 

x = 2 2/^ = 0,500 

x = 3 y^^z=zOyo7)7) 

x' = 4 ?/. = 0,250 

x=5 i/, = 0,200 

a; = 6 yg = 0,167 



x'= 7.. .?/g = 0,14o 
x= 8...y. = 0,125 

X'=: 9.. .J/j, = 0,lll 

x = 10...y,=0,100 
a;z=M...Y=0,091 



La somme des ordonnees extremes j/„ H- Y est 

egale a 1,091 

La somme des ordonnees d'indicc impair 

yi-^J/.H-y5-^-?/7 + 2/o^ a pour valeur 1,142; en 
iiudfij)liant par 4, on obtienl 1,508 

A Reporteh. . . 



5,659 
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Report 5,659 

La somme dcs ordonnees d'indice pair 
J/, -h j/^ 4- j/e 4- j/g a pour valeur 0,787; en multi- 
pliant par 2, on trouve 1,574 

La somme de ces nombres est 7,235 

En multipliant par le tiers de I'intervalle de 

1 

deux ordonnees consecutives , c'est-a-dire par =, 

puisque ici /i = l, on obtient 2,4H 

Or Taire dont il s'agit est donnee exacte- 

r\ix 

ment par la formule I — =logMl=2,3979... 

ou environ 2,398 

II y a done une erreur en plus, qui est de. . . 0,013 

13 

Et Tcrreur relative correspondante est cyzQo ^" ^^ P®" 

moms de 7777. 
184 

198. — Remahques. I. Si la courbe proposee avail des 
I oiiits d'inflexion, il faiulrait mener les ordonnees de ces 
points, et evaluer separement les parlies de I'aire tolale com- 
nrises enlrc ces ordonnees. 

II. Si la courbe coupait Taxc des x , auquel cas uiie 
parlie de la courbe serait siluee au-dessous de cet axe, il 
faudrait evaluer separement les aires positives placees au- 
dessiis, el les aires negatives (164, 11) placees au-dessous. 

III. La formule dc Thomas Simpson s'applique a toutes 

les integrales definies, car la fonction placee sous le signe / 

pent toujours, si clle est continue, representor Tordonnee 
d'une courbe, et par consequent I'integrale proposee repre- 
sc'.ite Tairc de cette courbe. 
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La formule n'e.-t en defaut que lorsque Tunc des limitcs 
est infinie, on qu'elles le sont tonics les deux. • 



in. — APPLICATIONS DU C.\LCUL DES LNTEGRALES DEFINIES 

§ I. — RECTIFICATION DES COURBES 

199. — Rectification des courbes planes. On enlend par 
longueur d'nn arc de courbe, la limite vers laqnelle tend la 
longueur d'une ligne brisee inscrite on circonscrite, termince 
aiix memos extremites. On a vu (114) que si x^ y sont les 
coordonnees rectangulaires d'un point d'une courbe plane, et 
x-\-AX^ y -^ Ay cellos d'nn point voisin sur cette courbe, la 
corde qui les joint a pour expression \Ax^-\-Ay^. Si le second 
point se rapproche iudefiniment du premier, la corde tend 
vers Fare inlinimenl petit, que Ton designe par rfo, en sorte 
qu'on a 



els = lim . y/AX'^ -h iy-=dxs/\ -+- ?/'*. 

Get arc infinimcnt petit est ce quon appelle un element de la 
courbe, et cc qu'on appelle la lonyueur de la courbe, entre 
deux points donnes de cette courbe, est la somme de ses ele- 
menls compris entre cos deux points. Rectifier unc courbe, 
c'estcalculer sa longueur, depuis le point qui a ponrabscisse «, 
jusqu'au point qui a pour abscisse b. On a done, en appe- ' 
lant s cette longueur, 



(1) 



s= j ds=z I dx\'\TY'' 



*. a c a 



Pour faire le calcul, il ianiira done tirer de Tequation de 
la courbe la valeur de y' en fonctiou de x, et evaluer I'inte- 
grale definie qui forme le second niembre de la relation (1). 
Nous en donncrons quelques exeniplcs. 



ri 

II 
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«••. — Rectltication de la parabole. Prcnons I'axe de la 
courbe pour axe des y, son equation pourra ^tre mise sous 
la forine ■ 

X* „ , , X - 

Par conscquenl, en comptant les arcs a partir du sommet, 
par esemple, on aura 



^//V'^?- 



Pour faire I'intcgration, il est commode de poser 
x^pu, d'ou (/x=i)dM. 
L inlegralc indofinic 

a pour valeiir 

V-iy llog'{" + v'' + "*} "t- " v'^t-t-M*] -I- const. 



ou, en rcmeltant itour ii sa valeur -, 

], 

H.-r(lou'. '— , —5^ r— ^ +COnSt. 

Ccttc \aleur devanl s'annulor pnnr a;^0, auquel cas la qu 
trti! eritrc jmccntliesos s'anniilc, il Taut que la constante : 
nullc. On a done enlin 

■2 ^ ■ p -Ip - 
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«ot. — Rectification de la chainette. La courbe qui porle 
Ic nom de chainette est celle qu*affecterait une chaine infini- 
ment mince, pesante, et parfaitement flexible, librement 
susp endue par ses extremites. On demontre en Mecanique 
que Inequation de cctte courbe est 



af ? 



x^ 



on en tire 
Par consequent 

/ X X\ 4 

On a done, en complant les arcs a partir du point le plus bas 
qui repond a a; = 0, 



(3) 






sans constante, attendu que Texpression doit s'annulor 
pour x=0. 

«ot. — Rectification de la cycloide. On sait que celle 
courbe est representee par Ics equations 

j;=z:R (a — sina), et j/ = R(l — cosa). 

On en tire successivement 

dx = R (1 — cos a) dx, dij = R sin a dx, 

du sin a 

dx \ — cos a ' 

. ,, i — 2 COS a 4- cos' a 4- sin* a 2 



1 — cos a)* \ — cos a 
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On a done, si Ton calcule la longueur de la cycloide entiero, 
depuis le point qui a pour abscisse 0, jusqu'au point qui a 
pourabscisse27uR, 



s= I R(l — cos a) da. 

./A 



v^2 



^' ^ yji — COS a 

= Rv2 I dx^l — cosa=2R I sin-ada, 

Jo t/ 2 

ou, en multiplianl et divisant par 2, afin d'avoir sous le 
signe d la meme variable que sous le signe sinus, 



r^. 1 1 

= 4R I sin ^oL.d ;za. 



1 
L'inlegrale intlefinic est — cos ^a; et, enlrc les l^mites 

et 2::, elle devient 1 -f- 1 ou 2. Ou a done enfin pour la lon- 
gueur de la cycloide entiere 

(4) .v = 8R, 

ou 8 fois le rayon du cercle generateur. 

«o». — Rectification des courbes a double courbure. 
Soienta;, y, :?, et x-h ax, J/H-a;/, ^H- A:5, les coordonnecs 
tlc3 deux points voisins sur la courbe ; la corde qui les joint a 
pour expression y/Ax^-f- Aj/'-h a;5*. Si Ton congoit que le se- 
cond point se rapproche indefini'ment du premier, celte 
corde tendra vers Tare qu'elle sous-tend, que Ton appelleuh 
element de la courbe, et que Ton designe par ds. On a done 



^ +1. 



./. = lirn VAX' + Ar--H ..^ = ./. y/(g)V ( J 

La longueur de la courbe enlre deux points, repondant aux 
ordonnees :5 = a et ;5 = &, est la sonime de ses elements com- 
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pris cntre ccs deux points. En la designantpar^ on a done 



<5, .=j:.=j;.^(I)-.(I)v. 

Pour faire le caleul, on tirera des equations de la courbe les 

dx dii 

valeurs de -7- et de-p, et I'on evaluera I'inlegrale definie 

formant le second membre de la relation (5). 

«04. — Nous prendrons pour exemple la courbe qui a pour 
equations 

x = az cos mz, et y = az sin 7/1:5 ; 

c'cst une helice conique, intersection d'un cone de revolution 
avec un cylindrc dont les generatrices sont paralleles a I'axe 
du cone, et qui a pour base unc spiraled*Archimcde. 
On tire de ces equations 

dx 

-r-=zacos mz — maz sm mz, 

dz 

dy 

-'^ = a sm mz -h maz cos wz. 

dz 

Elevant au carre et ajoutant, 011 oblient 

Par consequent, on aura, en cornptant les arcs a parlir dn 
plan desxy, 



= I dz\'a 



^-\-mUi-z^-^-\ . 



Pcur effectuer I'integration, on posera 



z = ' . ?/, d ou dz = -^ (//( ; 

ma ma 
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il viendra 



s 



ma J ^ 

sans constante, attendu que l*arc doit s*annuler pour 2^0, 

el par consequent pour u = 0. En remcttant pour u sa 

, maz 

valeur ■ , on trouvera 



(6) 



2wa [ 



maz 4- v/1 H- a* -f- m*a*z^ 



vTTo^ 



maz\J\ -ha* 



r+a* J' 



ou 



l-ha% , ma^-f-i/'l + «*■+- wi*a^;s* 
s=.-~ locr' !______ 

2ma ° y/l + a* 

1 



^ 

On traiterait dc la meme maniere, mais plus facilcmeut, 
riielice ordinaire, dont la rectification se fait d'ailleurs iinmc- 
diatement par des considerations geomelriques. 

§ 2. — CALCUL OE L'AIRE DES COURBES PLANES 

t05. — On a vu au n^ 162 que I'airc comprise cntre une 
conrbe donnee dont Tequation en coordonnees rectangulairos 
est j/=/*(x), I'axe des x et Ics ordonnees qui correspondent 
a deux abscisses a et 6 est donnee par la formule 



U = r f(x) dx. 

t/ a 



I 



Y 
b 



M 



APPLICATIONS DU CALCUL DES IMfiGRALES DfiFINIES. 253 

Nous prendrons pour premier exemple Iccercic, parcc qu'il 
est interessant de retrouver par celte voie les rcsullats ob- 
tenus par des voics toules differen- 
tes. Proposons-nous d'evaluer I'aire 
comprise entre un arc de cercle BM, 
I'axe des x passant par le centre, et 
les deux ordonneesrepondanta x=0 
qui est rabscisseducentre,eta;=OP 
qui est une abscisse quelconque. 

Fig. 39. 



/ 



/ I 



\ 



' / I 
U' P 



On a dans ce cas y = y/R* — x^ , et par conse |uent 



U= I (lx\l{^—x'. 



Si Ton pot^c 



on oblicnt 



a; = RM, d'ou rf^ = Rf/u, 



a 

U=R* / rfMv^r=^=R* J(arcsinuH-Mv/T^'u^), 

Jo ^ 

sans constante, puisque I'aire doit s'annuler pourM=0. En 
remettant pour u sa valeur ^ , on pent ecrire 



(1) 



1 



U= ^R*arcsin,- -i-^xJlV — x 
2 R "2 ^ 



Ce resultat est conformo a la Geometric; car si Ion tire le 
rayon OM, on a 

surf. BOPM = sc.t. BOM -{- tri. OMP 

= I R*. angle BOM -f-^ OP. IIP, 



exprcsfeion qui coincide avec la precedenlc. 
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Pour x=R, on aurait le quart du quadrant; dans ce cas, 

R X 1 

arc sin j7 — ^ , par consequent U = ^ '^^'j 

atlendu que Ic second termedisparait. L aire du cercle entier 
est bien ainsi representee par xR*. 

toe. — Aire de VeUipse. On pourrait operer comme ci- 
dessus; mais lecalcul se simplifie. On a, en effet, pour Taire 
du quadrant d*ellipse 

Or, I'integrale qui figure dans le second membre exprime 
I'aire d'un quadrant de cercle ayant pour rayon a; elle equi- 

1 

vaut done a -. tM*. On a done 

TT ^ 1 ^ K 

U = - , -tM= y TMD, 

« 4 4 

L'aire de I'ellipse entiere est representee ainsi par xafr. 

On peut remarquer que si Ton compare des aires limitees 
aux memos ordonnees dans Tellipse et dans le cercle decrit 
sur le grand axe comme diametre, les expressions de ces aires 
ne different que parce que celle de Tellipse est multipliee 

par -. L'aire prise sur Fellipse est done a celle qui lui cor- 
respond sur le cercle dans le rapport de & a a. 

«o». — Aire de laparabole. Calculous Taire comprise entre 

la courbe, Taxe des x el une ordonnee quelconque. Nous 

aurons 

1 
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par suite 

U= / \j''l'p,x^dx=^^\[^ .x^ ^ 

sans constante, puisque I'aire doit s'annuler pourx=0. Cettc 
expression pent s'ecrire 

U = = V 2/)^ .x=^-^\ix, , 
o 

2 
L'aire consideree est done les ;; du rectangle construit sur les 

coordonnees a; et y du point auquel correspond Tordonnee 

prise pour limite. 

On pent remarquer que si, au lieu de la parahole du se- 

1 

conddegre y=^s^^p,x , on considere une parabole de degre 

quelconque yz=zax^^^ m etantunexposantposilif quelconijue, 

Taire limilee par Tordonnec corrcspondante a une abscissea; 

est loujours une fraction ratioiinelle du rectangle construit 

sur les coordonnees x eiy^ car on a 



ax'^dx=^ 



fj^m^i 



m-h\ 
sans constante, ou bien 



,, f/x'" . X _ yx 



m-hl m -f- r 



Dans la parabole y = ax^" par exemple, on a 



TT ^y 2 
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SOS. — Aire de l hyperbole rapport ee d se» asymptotes. 
On se propose d*oblenir Tairc comprise entre la courbe, I'axe 
(lesx et deux ordonnees rcpondant aux abscisses a et x. En 
appelant Tangle des asymptotes, et prenant xy = m* pour 
Fequation de la courbe, on a 

1 dx X 

U = siiiO I m*. — =w'sin0.1o2'. -. 

Si Ton suppose ni = l, a=\ ct 8 = 90°, il vient 

U^log'.oj, 

c'est-a-dire quo, dans ce cas, laire considerde est expnmee 
par le mime nombre que le logarithme nip^rien de Vabscisse 
qui repond a la limite sup^rieure; c'est pour cettc raison que 
les logarithmes neperiens portent aussile nom dc logarithmes 
hyperboliques. 

t©9. — Aire de la lofiarithmique. L'aire de la loga- 
ritlimique 

y = a]ogx 
prise a partir dc x=iy a pour expression 



U 



= a I logxdx = a[x\ogx — (x — l)loge]. 



\ 










M 



Fig. 40. 



Lameme courbe aulrementdis- 
pos6e pent etre presentee sous 
la forme 

y = Aa~* . 

L'aire de celte courbe, comptee 
a partir de x=0^ a pour expres- 
sion 



U = A ra-'dx=A !^^ (1 — «-M. 

Jo logfl^ ^ 
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Pour a;=oc , on trouve 

losr e 



U = A 



log a' 



'O 



Ainsi, Taire dont il s'agit, quoique prolongee indefinimenl 
dans le sens des x positifs, a neanmoins une valeur finie. 

»io. — Aire de la sinvsoide, I/aire de la courbe 
compteea partir de a;=0, a pour expression 

r^ . a 

U=a I ^\nmxdx=^ - {{ — cos mo;). 

Jo m ^ 

Pour j;=-^ elle prend la valeur — . Pour a; = — , elle 
m' ^ m m ' 

prend la valeur zero; ce qui lient a ce que de ^:=: ^ a 

m 

^ = — la courbe presente, au-dessqus de Taxe des x^ une 

portion egale a celle qu'elle offre au-dessus de zero a — ; 

m 

en sorte que la partie negative de Taire detruit algebrique- 
ment la partie positive. 

«ii. — Aire de la cyclo'ide. On a vu que Ton a, dans 
ce cas, 

J/ = R (1 —cos a), et dx = l\ (I — cos a) dx, 

II en resulte que Taire entiere de la courbe, depuis x" = 
jusqu'a x:^27:J\y est donneepar la formule 



U=R^ P''(l-cosa)^rfa 

_ / r27r rin 



"27r /-2z r2n \ 

doL—^ I COS a (/a 4- I cos'arfa . 



17 
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La promiere de ces Irois integrales a pour valeur 2?:; la 
secondc est nulle; la troisiemc (187) a pour valeur t:. II 
vieiit done 

U = R'(2::-f--), on U = ozR', 

c*cst-a-dirc que Voire de la cycloide iquivauth trots fois Voire 
da cercle gAieroteur. 

tit. — Aire d'une figure irre'yuli^re quelconque. Rappor- 
lons celte figure a deux axes reclangulaires traces dans son 
plan; puis, par des paralleles a Taxe dcs j/, supposons-la di- 
visee en bandes tres-minces, telles que MNN'M'. Si les cordes 

MIN et M'N' sont surfisamment 
rapprochees, on pent remplacer 
la bande dont il s'agit par le 
rectangle MNIII, en negligeant 
les triangles curvilignes MIM 
et NUN' infiniment petits par 
rapport a ce rectangle. On peut 
done regarder I'aire proposce 



Y 



__.[ 




p p' 

I 

Fig. 41. 

conmie la limite d'une somme de rectangles analogues, ayant 
pour hauteur la corde MN, que nous designerons par m, et 
pour base la longueur NH ou PP', qui n'est autre chose que 
raccroisscmcnt AX de Tabscisse OP ou Xy qui repond a cette 
corde. Soicnt OA' = fl, et OB'=t les abscisses correspon- 
dantes aux paralleles a Taxe des y menees tangentiellement 
a la figure donnee. Nous aurons 



U = lim. ^MAa;= I ndx. 



Comme la corde ii nc sera pas en general donnee en fonction 
deXy on emploiera la formule de Th. Simpson. On divisera 
rintervalle A'B' en un nombre pair 7i de parties egales ; par 
les points de division on menera des paralleles a I'axe des j/, et 
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Ton mesurera les cordes telles queMN; nous les designerons 
par tfj, ttj, ^^59 •• -^^n-i* Les cordes extremes seront nulles, 
puisqu'elles correspondent aux tangentes AA' et BB'. En appe- 
lant donc/i la n'^"*" partie de AA', on aura, avec une approxi- 
mation dependant de la grandeur du nombre ?i, 

C =-g [4 K -+- «*2 + ^5 •••) -+- 2 K + ^5 -f- M, ...)]. 

L^approximalion sera toutefois limitee attendu que les 
cordes u^, w^, r/-, etc., ne sont obtonucs elles-memes que par 
un precede graphique qui ne saurait donner des mesurcs ri- 
goureuses. Neanmoins, ce precede est frequemment employe 
dans les applications. 

ti3. — Aires des courbes en coordoimies polaires. Quoique 
Ton fasse rarcment usage des coordonnees polaires dans les 
applications, il pent etre utile de savoir evaluer Taire des cour- 
bes rapportees a ce genre de coordonnees. 

On se propose ordinairement dans ce casde calculer le sec- 
teur compris entre un arc AB de la courbe et les rayons \ec- 
leurs OA et OB menes a ses ex- 
tremites. Soil d'abordM un point 
quelconque de cet arc, et propo- 
sons-nous d'evaluer le sectcur 
MOA. Si p et (1) sont les coordon- 
nees du point M, le secteur MOA 
est evidemment une fonction dc w. 
Designons par u celte fonction. ^^'^' '*'* 

Quand w croitra de Aw, u croitra de ah ; ct cet accroissemcnl 
sera Taire du secteur M'OM compris entre les rayons vecteurs 
CM = p et Oir= p -f- Ap qui repondent a w et a 03 H- Aw. Or, 
si Ton decrit du pole commc centre les arcs MI et M'll, on 
reconnait que le secteur M'OM est compris entre les secteurs 
circulaircs MOI ct M'Oll, qui ont pour angle au cenire Aw. On 
a done 

I I 

^p^Aw<A//<- (p-l-Ap)-Aw, 
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d'ou 



Si Ton fait tendre Aw vers zero, — tend vers -j- ; cnmeme 

A(0 (10) 

1 

temps le dernier mcmbre lend vers ^ p% puisque Ap tend vers 

zero. A ia limite, on doit done avoir 



r« 



rfu_ 1 

d(o ~ 2 ^ ' 

d'ou 

1 

2 



(lu = 7^ p^diii. 



Et si Ton integre a partir de w = AOX = a jusqu'a 
(,)z=MOX, on trouve 






expression dans laquelle il restera a metlre pour p sa valenr en 
function dc w tiree de Tequation de la courbe. 

Pour (o = BOX = ^3, on aurait, en appelant U Taire AOB, 



- pi 

""Ja 2 



«I4. — ExEMPLKs. 1. Prenons d'abord la spiralc d'Arclii- 
rnude, dont requalion est p = «a); on aura, en comptant les 
aires a partir de a) = 0, 



Jo 2 b ' 
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Cg qu'on peut ecrire 

1 1 , 

c'est-a-dire que I'aire du secteur de spirale considere est lo 
tiers du secteur circulaire qui aurait pour rayon p et pour 
angle un centre (o. 

II. Considerons en second lieu la] spirale logaritlimiqne 

Nous aurons 

/*« 1 1 

cxpre^sion facile a const ru ire. 

On peut remarquer que si Ton prend pour limite — w el 
zero, on obtient 

Ainsi I'airc indefinie que decrit le rayon vecteur dans le sens 
des (0 negatifs, lorscjue la courbe tourne indefiniment autour 
du pole en s'en rapproebant d'aussi pros qu'on voudra sans 
jamais I'atleindie, a neannioins unc valeur iinie. 



§ 3. - CALCUL DE L'AIRE DES SURFACES COURBES. 

a 15. — On entend par Vaire d'une surface courbe fcrmee 
la limite vers laquelle tend une surface polyrdrale inscrile on 
circonscrite. On peut toujours imaginer un poljedre a faces 
triangulaires inscrit dans la surface proposee ; et si , par 
cbacun de ses sommets, on mene des plans tangents a la 
surface, on determine un polyedre circonscrit. Si Ton mulli- 
plie indefiniment lenombre des faces du polyedre inscrit, et, 
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par suite, celles du polyedre circonscrit, les aires de ces deux 
polyedres tendent vers une limile commune ; c'esl celte limile 
qui est Taire de la surface proposee. 

Si la surface, au lieu d'etre fermee, est lerminee par un 
certain contour C, on pent concevoir qu'on ait pris sur ce 
contour un nombre indefini de points pour servir de sommets 
au polyedre inscrit, et qui seront en meme temps les points de 
contact d'autantde faces du polyedre circonscrit. Le polyedre 
inscrit se terminera alors a une ligne brisee L inscrite au con- 
lour C, et le polyedre circonscrit se terminera a une ligne bri- 
see L' circonscrite au meme contour. (En negligeant les infini- 
mcnt petits du troisicme ordre, on peut toujours admettre 
que deux langcntes consecutives de ce contour se rencontrent.) 
Quand on multipliera indefmiment le nombre des sommets du 
polyedre inscrit, et, par suite, le nombre des faces du polyedre 
circonscrit, leslignesbrisees LetL' tendront vers le contour C, 
et les surfaces des deux polyedres tendront vers une meme 
liniito, qui sera encore I'aire do la surface proposee. 

11 resultc de ces considerations que, dans une etendue in- 
finiment petite, aux environs dun point pris sur la surface, 
celte surface peut etre confondue avec son plan tangent en ce 
point. 

On peut rcmarquer qu'on emploie des considerations du 
meme genre dans la Geometric elementaire lorsqu'on regarde 
la surface latcrale d'un cjlindre comme la limile de celle d'un 
prisme, celle d'un cone comme la limite de celle d'une pyra- 
niide, ou celle d'une sphere comme la limite d^une serie de 
surfaces de troncs de cones cngendres par les cotes d'une 
ligne brisee. 

«I6. — Surfaces de revolution. Soil AB la generatrice de 
la surface ; OX I'axe de revolution, AC et BD les traces des 
deux plans pcrpendiculaires a cetax'^. et qui limitent la surface 
a evaluer. On peut, a I'aide dune serie de plans pcrpendicu- 
laires a OX, diviser cet'e surface en zones elementaires, telles 
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que celle qui serait engendree par I'arc MM'. La cordc de cet 

arc engendre la surface laterale d'un tronc de cone, doul la 

1 

mesure esl - . 2z (MP -f- M'F) . MM'. Si M' se rapproche in- 

definiment du point M', la corde 
MM' tendra vers Tare elcmentaire 
ds^ et la surface du tronc de cone 
lendra vers la zone elcmentaire c/U 
de la surface consideree. 

En meme temps, si y represente 
Tordonnee MP, Tordonnee MT' ou 
y -\-^y tendra vers y. On aura done a la limile 

d\] = 2T.y ds ; 

ct si a ei b sent les abscisses qui repondent aux exlremites A 
cl B de la gencratrice, on en deduira 




(I) 



U = 2z( yds 

a 



-/: 



yilx s^'l -f-i/'^ 



L'equation de la generatrice etant doiinee |)ar rapport aux 
axes OX etOV, on en tircra y et y\ et Ton calculera I'integralc 
definie qui forme le second membre de I'equation (1). 

zi'9, — l.Prenons pour premier (iKGn][^lGh zu}ie splierique. 
En plaQant Torigine au centre du cercle generaleur, on aura 
pour I'equation de cc cercle 



d'oii Ton lire 



x^-hy'^l\\ 



ot 



?/ = 



y 



vH-J/'^ = 



\/-l= 
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Subslituant dans la formule (1), on obtient 

(2) 1=2:: PRrfx = 27:R(fc — fl). 

Ce resultat est conforme a h Geomelrie , car ii exprime que 

I'aire d'une zone spherique a pour mesure la circonference 

i'rU (I'un grand cercle multipliee par la hauteur b — a de 

zone. 

II. On peut, conimeexercice, calculerla surface engendree 

parunecycloide lournanl autour de ladroilesurlaquelle roule 

Ic cercle generateur, c'est a-dire aulour de I'axe des x. On 

64 
trouvera U =-^7:R*, R designant lo rayon du cercle genera- 

leur. 

ti8. — III. Nous prondrons encore pour exemple la surface 
de Vellipsoide de revolution. Nous supposerons I'ellipso'ide 
ji|)lati aux poles, ce qui est le cas du globe terrestre ; c'esl- 
a-dire que nous prendrons pour axe de revolution le petit axe. 
Nous pourrons ecrire alors I'equation de I'ellipse generatrice 
sous la forme 



d'ou 



a' 


1-^ 






1, 


y' 




- - - 


b'- 


X 

• 



mais nous supposerons b'^ a, ct nous poserons 
Nous aurons d'ahord 

\ +//\=1 +-,— = r-^ — , 
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(I'ou 



el, en substiluant dans I'equation (1), et ne prenant que la 
moilie de rellipsoide, 



,, ^ r^bdxs/a'-hc'x' lT.b r^i /T— -TT 

\}z=^% \ ^— ; = / dx da'' 4- c^x*. 

Jo «* a* Jo 

Pour effectuer I'integration, nous poserons 

a; = — u, d*ou dx = — da ; 
c c 

ct, en substiluant, 

U = I rfw v^l -h w 

^ Jo 
= — . - [log' {u 4- v/r+^) -I- ?« vl 4-U"] 5 

sans constantc, attendu que I'aire doil s'annuler pour x'= 
et, par consequent, pour u = 0. Remettanl pour u sa valeur 

ex 

-—, on trouve, apres reduetions, 

a 



J, TM^b. , I ex H- y/^/* -h c-x'A ::& X sja'-^-irji^ 
U = log' I ^— H i— , 

Faisant cnfin x = « et reduisant, on obticnt 

i-=Hi''i„g.('i±i)+=*.. 

L'aire de Tellipsoide entier en est le doul)Ie, on 
(0) --log' --- +2.//. 
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Rbnarque. Cette formule doit redonner Taire de la sphere 
quand on suppose fc = a. Si Ton fait a la fois a=b et 
c = 0, le premier lerme de Texpression (3) prend la forme 
I, Mais le facteur variable de ce terme peut s'ecrire, en regar- 
dant b comme constant, et mettant a part le facteur 2^&, 

(b' — c') , J b -hc \ b^ — c^ { h + c 

c'csl-a-dire 

1 '^^ r. . /, \ 1 / /I \ i . ,b -he 

2 7 ['< (t + ^) - 1< C' + ^) - 2 ^ '""^ r^c' 

Pour c= 0, le second terme disparait. Le premier prend 
la forme ~ ; mais, en remplagant le numerateur etie denomi- 
nateur par leurs derivees (81), on trouve 

1 1 

-^-1 



1^,^-Hc 



2 1 

et pour c = 0, il reste 

i 2 
xb^,j, ou b. 

La valcur de I'aire est done 

27:6- -+- 27:6% ou Arr-, 

cc qui est bien I'aire do la sphere dont le rayon est b. 

a 10. — Surface quelconque donnee par son equation. — 
Soil ABC une surface courbedontTcquation est 

(1) z=f{x,y). 

Par des plans DEF, D'E'F' parallcles au plan des sj/, on la 
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decompose d'abord en zones elementaires lelles que DEE'D'; 

puis , par des plans 

MPPM', NQQ'N', pa- 

ralleles au plan des 

zx^ on subdivise cette 

zone en quadrilate- 

res curvilignes, lels 

que MNN'M'. Si les 

distances lelles que 

FF' et PQ deviennent 

infinimentpeliles, ces 

quadrilaleres seront 

ce que I'on nomrae les 

elements de la surface ^'s* '**• 

considerec, et la somme de ces elements , prise entre les 

liniites convcnables, sera Yaire de celle surface. 

Concevons que Ton ait mene le plan tangent en M; les 
plans MPQN et MT'Q'N' d'une part, et les plans MPP'M', et 
KQQ'jS' de Tautre, determineront sur ce plan tangent un 
quadrilatere qui sera la limite vers laquelle tend WNN'M'. Or, 
ce quadrilatere determine sur le plan tangent a pour projec- 
tion le rectangle PQQ'P'; en sorle que, si I'on appelle rfU 
Teleirent MNN'M', ou le quadrilatere qui lui correspond sur 
le plan tangent, et y Tangle que ce plan tangent fait avec le 
plan des xij, on aura, par une propriete connue, 




(W.c,os^(=P(}Qr^clxibj, 



iVon 



(W 



dx (hj 

cos Y 



iMais COSY a pour valeur (159) 



cos Y = -^- 

' ..2 



I 



v'/'' -H q' + 1 
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les lettres p eiq designant les derivees partielles de z prises 
par rapport a x et a i/. II vient done 



dV ■= dx dy v^p* -f- 9* 4- 1 



ou 



<^) *-=^*\/(iHir 



4-1 



L'aire demandee est la somme des elements representes 
par ces formules, dans laquelie il faut supposer qu'on ait 

mis pour -^ et %- leurs valeurs lirees de Tequation (1) de 

la surface. Mais, pour obtenir celte somme, il y a deux in- 
tegrations a faire. Si Ton fait d'abord la somme de tous les 
elements compris dans la zone elementaire DEED', x ne va- 
ricra pas ; mais il faudra faire varier y depuis j/ = 0, qui 
repond au plan des zx^ jusqu'a I'ordonnee FE de la courbe AB. 
Pour obtenir cette ordonnee, il faut, dans Tequation (1) de 
la surface, faire 5^=0, et en tirer y en fonction de x, ce 
qui donnera une valeur de la forme j/ = <j> (x) . Cette premiere 
integration, donnant Taire de la zone DEE'D', devra done 
etro faite depuis y = jusqu'a j/ = 9 (x) . C'est-a-dire que Ton 
prendra d'abord I'integrale indefinie, en y regardant x comme 
constant; et, pour avoir Tintegrale definie, on remplacera 
successivement y par 9 {x) et par zero^ puis Ton retranchera 
le second resultat du premier. Le resultat de ce calcul sera 
une fonction dex, mullipliee par lefacteur dx. 

11 faudra ensuite faire la somme de toutes les zones elemen- 
laires analogues ; pour cela, il faudra faire une seconde in- 
tegration par rapport a x, et dont les limitcs seront a; = 0, 
qui repond au plan des zy^ et x = OX = a, qui repond au 
point A. Le resultat de ce calcul sera Taire de la portion de 
la surface comprise dans le premier angle des plans coor- 
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donnes. On le represente fd^rYint^grale double 



(3, „=j;"^_/;'"*^(|)V(|)V,, 



ou bien 



Plus generalement, et c'est notamment ce qui arrive quand 
la surface ne coupe pas les plans coordonnes, on se propose 
d'obtenir I'aire do la partie de cetle surface qui se projette 
sur le plan des xy^ entre les deux courbcs ayant pour 
equation 

y='H^)^ ct i/=?(^), 

et qui peuvent etre deux branches d'unememe courbe, etles 
deux paralleles a Taxe des j/, qui ont pour equations 

x=a^ et x = b. 
On ecrit alors 



dxj [dijj 



'*> "=/j;,i>"V'-'^''''^'- 



Et pour faire ce calcul il faut, comme ci-dessus: l"" rem- 

dz dz 
placer y et . par leurs valeurs tirees de Inequation (1) de la 

surface; 2"" integrer uue premiere fois en regardant \ comme 
constant; remplacer ensuite y par les limites 9 (x) et^[\)^ et 
soustraire le second resultat du premier; S"" inlegrer de nou- 
veau par rapport a \; et remplacer enfin x par les limites h 
et a, et soustraire le second resultat du premier, 

tto. — Nous nous proposons, par exemple, d'evaluer I'aire 
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dc la porlion de la surface 

qui sc projelte cnlrc la droite x -f-i/ =5, ct les axes dcs x 

et des y. 

On tire d'abord de requalion (5) 



1/ 



II vicnl done, en appelant U IVire cherchee, 

11= P ("'''^''dx rfy v/x -+- y -h 1 . 

c/ Jo 

L'intcgraledefinie prise par rapport a j/ est 

'g(x + y4-l)'; 

si Ton met pour i/ les valeurs 5 — a; et 0, etqu'on relranclie 
Ic second resultal du premier, on obtient 

|[8-(x-l-i)^J- ^ 

Multipliant par rfx, et integrant de nouveau entre les Hmilcs 
et 5, on trouve 



?(8.5-|.5s)+|.| 



ou, en effectuant, 



116 - ,.. 

-jj , ou 7,/oo... 



Ce genre de calcul se rencontre rar^mcnt dans les appli* 
cations. 
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§ 4. - CALCUL DES VOLUMES TERMINES PAR DES SURFACES COURBES. 



««t. — Volumes termines par des surfaces de revolution. 
Soit AB la generalrice de la surface, OX I'axe de revolution, 
OY un axe perpendiculaire au pre- 
mier, AA' et BB' les traces de deux 
plans perpendiculaires a Taxe OX, 
et limitant le volume qu'on se pro. 
posed'evaluer. On suppose la courbe 
AB donnee par son equation 




Fig. 45. 



(I) 



y = f(^)' 



Menons une ordonnee quelconque MP, et par cetle ordon- 
nee faisons passer un plan perpendiculaire a I'axe de revo- 
lution. Designons par V le volume compris entre les plans MP 
et A A' ; ce volume sera une fonction de I'abscisse x du point M. 

Si Ton suppose que le point M se transporte en M', et que 
OP ou X augmente de PP' ou ax, le volume V s'accroitra du 
volume elementaire aV engendre par le trapeze curvi- 
ligneMPP'M'. Mais, si Ton mene MI et M'll paralleles a OX, il 
est aise de voir que le volume engendre par ce trapeze est 
compris entre les volumes engendres par les rectangles MPP' I 
et HPP'M', lesquels sont des cylindres ayant respectivement 
pour mcsure 



On a done 



TjfAX^ et x (j/-f- AJ/)^AJC. 



rl/AX < aV < t: (// -h MjY A.1', 



d'ou 



aV 

-y < - < ^ (!/ + ^yr 
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aV 
Mais si Ton fait tendre ax vers zero, — tendra vers la de- 

d\ 
rivee de V par rapport a x^ c'est-a-dire vers -j- ; en meme 

temps t/ -+- Ay lendra vers y, et les membres extremes des 
inegalites ci-dessus tendront a devenir egaux; on aura done, 
a la limite 

dV 

— z=7cy«, d'ou dV = 7:y*dir, 

et par consequent 

(2) V = :u ry^dx, 

en appelant a Tabseisse du point A. 

Pour avoir la valeur comprise cntre les plans AA' et BB% il 
suffira de remplacer la limite x de I'integrale definie (2) par 
I'abscisse du point B, que nous designerons par &,. Nous au- 
rons ainsi 



(5) v=.j;. 



y^dx. 



Et, pour cffecluer le calcul, il suffira de remplacer y par sa 
valeur tiree dcTequation (1) de la generatrice, et d'effectuer 
r integration entre les limitesindiquees. 

Bemarque. — La figure suppose Tordonnec y croissante ; si 
clle etait decroissante , les memes raisonnements subsiste- 
raient ; il nW aurait de change que le sens des inegalites qui 
nous ont servi de point de depart. 

^^^^ \ __ Nous appliquerons d'abord la formule (5) a I'el- 
lipso'ide de revolution. L'axede revolution etant, par exemple, 
le grand axe, et le centre etant pris pour origine, on aura 
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et, par suite, 

II. Nous prendrons pour second example le paraboloide 
de revolution, termine par un plan perpendiculaire a Taxc 
de la parabole, qui est Taxe de revolution. 

En mettant Torigine au sommet, on aura 

it, par suite, 

(5) y=z.2pj xdx = T.,p.x^ = ~T..ifx, 

e'est-a-dire que ce volume est la moitie du cylindre qui a pour 
rayon y ct pour hauteur x, 

III. On pent, comme exercice, appliquer la formule (3) au 
volume engendre par la cycloide tournant autour de la droitc 
sur laqiielle roule le cercle generaleur, c*est-a-dire autour de 
Taxe des x. On Irouvera 

R designant le rayon du cercle generateur. 

««3. — Volume de VeUipsdide h trois axes ineijaux, Ce vo- 
lume pent etrc obtenu par une seule integration, en remar- 
quant que, dans rellipsoi'de, 
toules les sections paralleles 
sonl des ellipses semblables. 
SoitOABC la portion derel- 
lipso'idc comprise dans Ic 
premier angle des axes ; 
soient 0A = a, OBi=: /;, 
OC = c les trois demi-axes. 
Menons deux plans tres-voi- ^ 
sins MNP, M'Nr paralleles 




V \ 



Fi-. 40. 



IS 
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au plan dcs zy; its comprendront entre eux un element aV du 
Tolumeque nous cherchons. Or, ce volume est compris entre 
les deux cylindres k base elliptique qui ont pour hauteur 
commune PP' ou ax, et pour base Tun Pcllipse MNP, dont un 
quadrant seulement est represente sur la figure, Fautre Tel- 
lipse M'N'F. Si Ton fait tendre PP' vers zero, ces deux cylin- 
dres tendront Tun vers I'autre ; il en sera done de meme dc 
I'clement aV compris entre eux; eta la limite on pourra 
ecrire 

dV = ellipse MNP x dx 

Si Q designe Teilipse CBO, et o) I'ellipse MNP, on a, a cause 
de leur similitude, 

o):q=mp* ; ocS 

d'ou, en designant MP par z^ 

z^ 



Par consequent 



dV =-2*dx. 



Mettons pour z^ sa valeur en x tiree de I'equation de I'el- 
lipse AC, et integrons entre les limites — a et -h a, il 
viendra 

,, Q c^ r+^, ,. , 4, 4^ 

t* av_fl ^ ' a* 5 

Mais Q = r.bc. II vient done enfin 

(6) V = ;i7:a&c. 

On peut suivre la meme marche pour obtenir le volume 
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d'un segment de paraboloide elliptique, tcrmine par un plan 
perpendiculairc a son axe principal. Si son equation est 

on trouvera pour 1' expression du volume dontil s'agit 

V = 2 TMjz ; 

c est la moitie du cylindre ayant pour base la meme ellipse 
iztjZy et la meme hauteur x. 

««4. Volume termine par uue surface quelconque donton a 
r equation. Reporlons-nous a la figure et aux notations du 
n° 219. En employant le meme mode de decomposition, on 
divisera le volume demande en elements prismatiques tcls que 
MNN'M'PQQ'P. Soient^s' la plus grande et z" la plus petite des 
quatre ordonnees MP, M'P, NQ, N'Q' ; lelcment de volume 
considere aV sera evidemment compris entre les deux prismes 
qui ont pour base commune PQQ'P' et pour hauteur Tun a', 
Tautre 2", prismes qui ont pour mesurc z' AXAy et z" Ax^y. 
Mais si Ax et At/ tendent simultanement vers zero, 2' et z'^ ten- 
drontvers I'ordonneedu point M, c'est-a-dire vers2 ; on aura 
done a lalimile 

(l\=::zdxchj^ 

et la somme de tous les elements analogues a dV, prise entre 
les limites convenables, sera le volume V que Ton se propose 
d'obtenir. 

Pour trouver cette somme, on aura deux integrations a effec* 
tuer, comme au n° 219. 

Dans le cas de la figure, on aura 

(7) V= / zdxdy, 
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9 (x) designanl rordonnee de la courbe AB, et a la lon- 
ti;ueur OA. 

Si le volume cherche est compris entrc les cylindres ayant 
|)our ecjiiation j/ = '^(x) et i/ = 9(x), et les plans x=a, 
x = ft, on devra ecrire 

(S) V= / zdxdy. 

Pour eftectuerlecalcul indiqiie, on remplacera d'abord^spar 
sa valeur tirec de I'equalion de la surface; on integrera par 
rapport a y en regardant d'abord x comme constant, el, dans 
Tintegrale indefinie obtenuo, on remplacera y par les limites 
9(x) et ^ {x) etl'on retranchcra le second resultat du premier. 
On obticndra ainsi une fonction de x, que I'on multipliera par 
(Ix, et Ton integrera par rapport a x, entre les limites a et ft; 
cc qui donnera le volume que Ton cherche. 

11 est important de se bien penetrer du sens qu'il faut atta- 
chcr a une wteyrale double, telle que la formule (8) , sens 
qui est explique par la regie dont nous venons de donner le 
delail. 

Re»iai5QUes. I. Comme z pent etre considere comme I'inte- 
grale de dz, on ecritquclquefois la valeur du volume V sous la 
lor me 

J a J-lixi Jo 

On a alors ce que Ton appelle une integrale triple. On in- 
tegre une premiere fois par rapport a 2, etTon met pour :sles 
limites f{x, y) et zero, et I'on retranchc; on integre une se- 
conde fois par rapport a j/, et Ton met pour y ses limites © (x) 
et ^ (x)y et Ton retranche ; on integre enfin, une Iroisieme 
fois, par rapport ax ; on met pour x ses limites b et fl, et Ton 
retranche. 
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II est rare qu'on ait a effectuer un calcul do ce genre pour 
le besoin des applications. 

II. Le volume, au lieu d'etre limite inforieurement par le 
plan des xy, pourrait I'etre par une autre surface donnee 
z = f^ (Xy y), Les limiles de z, au lieu d'etre f (jc, y) et zero, 
seraienl alors f(x^y) eif^ (x^ y). Cela ne changerait rien a la 
marche du calcul. 

tts. — Proposons-nous, cornmc exemple, de calculer le 
Yolume compris enlre la surface qui a pour equation z = xy^^ 
le plan des xi/, les cylindres representes par les deux equa- 
tions j/= — \/2px et t/ = — \^px , et les deux plans qui 
ont pour equation j; = et x:=^a. Nous aurons 



f .xy'^.dxdy. 



L'integration par rapport a y donno 

« X . y ' H- const. ; 
et, en substituant a y ses limites, et faisant la soustr.iction , 

lx,'2(2ifxy ou ? (^pf .xl 
Multipliant [mv dx et integrant de a a, on oblient 

OU, en nommanl b rordonm'c do la paiabulc y^:i=:'2px (|iii 
repond a I'abscisse a^ 



S78 
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»»•. — Calctd des volumes par approximation. Lorsque les 
integrations necessaires pour obtenir le volume d*un corps ne 

peuvent pas s*effec- 
tuer, ou lorsque le 
corps a une forme ir- 
reguliere qui se re- 
fuse a toute definition 
geometrique, ce vo- 
lume ne pent s' ob- 
tenir que par approxi- 
mation . Afin d' en don- 
ner un exemple, nous 
supposerons qu'il s'a- 
gisse d*obtenir le volume d*un monticule de terre donne par 
son contour apparent sur le plan vertical de projection et par 
la projection honzonlalc de ses courbcs de niveau. 

Concevons qu'on ait divise ce volume par des plans horizon- 
laux en tranches tres-minces ; et soit M'N'P'Q', MNPQ Tune de 
ces tranches. Designons par to I'aire de la section M'N', MN, 
par z sa distance au plan horizontal de projection ; soit Az la 
distance des plans M'N' et P'Q'; w — Aw I'aire de la section 
P'Q'? PQ- La tranche consideree, dont nous representerons le 
volume par aV, sera comprise entre les deux cylindres qui 
ont pour hauteur commune Az et pour bases o) et o) — Ato ; on 
a done 



Fig. 47. 



d'ou 



a)A2 > aV > (o) — A(i)) AS , 



(i) > — >(*) — Ao). 

AZ 



Mais si Az tend vers zero, les mcmbres extremes tendent k 
dcvenir egaux tons deux a w ; en meme temps — tend vers 
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-7- : on a done a la limite 



iz 



— =0), d'ou dV = (i)rf2, 

ct, par consequent, si h designe la hauteur totale du monti- 
cule, 






Comme o) n'est pas donne en fonction de 2, on fera usage 
de la formule de Th. Simpson (196). On divisera la hauteur h 
en un nombre pair n de parties egales ; par tous les points de 
division on mencrades plans horizontaux, qui determineront 
dans le monticule autant de sections, que nous represente- 
rons, en les numerotant a partirdu has, par to^, to^, w, •.. (i)„; 
en vertu de la formule citee, on aura done 

Dans cette formule a)„ est nul , et nous ne I'avons conserve 
que pour la sjmetrie. 

Comme les aires w^, Wj, w^, ... no peuvcnt elre clles-memes 
oblenues que par approximation, I'emploi de la formule (9) 
est assez penible. Mais comme, dans les questions ou I'on a 
recours a cette methode, dans les questions de terrassements 
et de transport des tcrres par exemple, une exactitude rigou- 
reuse n'est pas necessaire, on a soin do ne pas prendre le 
nombre n trop grand, afin dc ne pas avoir un trop grand 
nombre de sections a determiner ; et, toules les fois que cela 
est possible, on se sert des courbes de niveau deja figurees su r 
le plan du terrairu 
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IV. DES fiOUATIONS DIFFfiRENTIELLES ET DE LEUR INTfiGRATION. 

§ 1. DES ^UATIONS DIFF^RENTIELLES. 

•M. ' — On KfpeWe Equation diff^rentielle iouie equation 
qui conlient, independamment des variables, leu'rs differen- 
lielles ou leurs derivees d'ordre quelconque. 

Les Equations differenlielles que Ton rencontre leplus fre- 
quemment dans les applications, sont celles qui no renfer- 
ment que deux variables, dont I'une est consideree comme 
indcpendantc, et les derivees de la premiere par rapport a 
cette variable independante. Ce sont les dquations differen- 
lielles ordinaires. 

On rencontre aussi des equations differenlielles renfer- 
inant plusieurs variables, dont une seule independante, et les 
derivees des premieres par rapport a celles-ci ; par exemple, 
quatre variables x, t/, 2, f, et les derivees deo;, dey etde ^par 
rapport a t, Ces equations se presentent alors par groupes et 
forment ce que I'on appelie un systeme d'equations differen- 
tielles simullandes. 

On peut avoir a determiner une fonction de plusieurs va- 
riables independantes, deux par exemple, connaissant la dif- 
ferentielle totale de cette fonction exprimee, soit a Taide des 
variables independantes seulement, soit a I'aide de ces varia- 
bles et de la fonction elle-meme. C'est ce que Ton appelie 
une Equation aux difjerentielles totales. 

Enfin, on peut avoir a traiter des equations differentielles 
renfermant trois variables, dont une fonction des deux autres, 
et les derivees partielles de la premiere par rapport a ces 
deux autres; c'est ce que Ton appelie improprement une 
equation aux differences partielles. 

st8. — Inteyrer une equation differciitielle, c'est remonter 



< 
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de cette equation entre les variables el leurs derivees a la re- 
lation primitive qui lie les variables elles-memes. Cetle rela- 
tion primitive est dile V^quation integrale de Tequationdilfe- 
rentielle proposee. Aiiisi I'equation dilferentielle 

a pour integrale 

f (x, j/) = constanle. 

De meme que Ton demonlre en algebre que toute equation 
a une racine^ on demontre, dans lecalcul integral, que tonte 
equation dlfferentielle a son equation integrale, Mais la de- 
monstration de cette proposition peut etre omise dans une 
premiere etude, et nous renverrons, a cet egard, aux traites 
speciaux, et particulierement RuCourscle calcul differentiel et 
integral de M. Serrel, tome II, page 555 et suivanles. 

««9* — Les equations differentielles ordinaires se classent 
entre elles d'apres I ordre le plus elev6 des derivees qui y en- 
trent. Si, par exemple, il s'agit d'une equation differentielle 
entre deux variables x eA ?/, elle sera dite du premier ordre 
si elle contient y\ du second ordre si elle contient y'\ du 
troisieme ordre si elle contient y"\ et ainsi de suite. 

II en est de meme pour les systemes d'equations differen- 
tielles simultanees. 

II en est.de meme encore pour les equations aux differences 
parlielles. Si, par exemple, il s'agit d'une equation aux dif- 
ferences partielles entre trois variables a;, j/, z^ dont Tune z 
est fonction des deux autres, elle sera dite du premier ordre, 
si elle renferm.e les derivees partielles du premier ordre 

-J- ou ,-; elle sera du second ordre^ si elle renfermo les do- 
ax dy 

rivees partielles du second ordre ,— , , -; — ^ , ou -,— ; et de 
*^ dx* dx dy dy* 

meme pour les ordres superieurs. 
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Nous nous occuperoDs d'abord de T integration des equa- 
tions difTerentielles ordinaires, en commen^ant par le pre- 
mier ordrc. 

S S. ~ DE L'INTtoRATION DES EQUATIONS DIFF£rENTIELLES 
OROINAIRES OU PREMIER ORDRE, A DEUX VARIABLES. 

ISO. — On a vu, dans le calcul differentiel (31),Vquesi 
Ion a une equation entrc deux variables x et i/, telle que 
ces variables y soient separees, comme dans I'equation 

on en tire par la differentiation 

(2) <f'{y)dy = ^'(x)dx, 

c*est-a-dire que Ton peut egaler les differenticlles des deux 
membres. Reciproquemenl, si Ton a une equation differentiel le 
telle que Tequation (2), dans laquelle les variables sent sepa- 
recs, elle exprime que les differentielles des fonctions primitives 
9 ct <]; sunt conslamment egales, et que par consequent ces 
fonctions croissent de quantites toujours egales, d'oii il re- 
sullc que leur difference ne change pas, ou, en d'autres ler- 
mes, que cos fonctions primitives ne peuvent differer que par 
une constante. On peut done deduire de I'equation differen- 
tiellc (2) la relation 

(?)) o(j/)=4.(aj)+C, 

C designant une constante arbitraire. La relation (5) est I'in- 
tegrale de I'equation differentielle (2) . 

Oil voit que lorsque, dans une equation differentielle dn 
'premier ordre cl deux variables, ces variables sont sdparees, il 
suffit^ pour obtenir r Equation intdgrale, d'inteyrer separ^ment 
les deux membres, et d*ajouter it I'un d^eux une constante 
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arbitraire. La relation ainsi obtenue est Vintegrale ginirale ; 
si Ton attribue nne valeur particuliere a la constante arbi- 
traire, onobtient ce que Ton appelle un^integrale particuliere. 
Soit, par exemple, Tequation diflerentiello tres-simple 

(4) — = mdx. 



y 



on en lirera 



log'.j/ = ma;-f-C, 



d'ou 

(5) y = e'^^^^, ou ys=Xe'^% 

en posant A = e^. Si Ton attribue a A des valeurs parlicu- 
lieres, on aura autant d'integrales parliculieres de I'equation 
differenliclle (4) ; et la relation (5) sera Tinlegrale generale. 

«3i. — La premiere chose a fairc pour integrerune equa- 
tion differentielle du premier ordro a deux variables est done 
de separer les variables s'il est possible. II suffit le plus sou- 
vent pour cela de transformations algebriques analogues a 
celles qu'on fait subir aux equations du premier degre, qu'on 
veut resoudre, e'est-a-direque Ton reunit en un seul tous Ics 
tormes qui contiennent le facteur t/j/, et en un seul aussi tous 
ceux qui contiennent le facteur dx ; il ne saurait y avoir de 
terme independant de dy et de dx^ car il faut pour I'homo- 
geneite que tous les termes soient infiniment petits. En divi- 
sant ou en multipliant alors par un facteur convenable, on 
mettra Tequation sous la forme (2), et les variables seront 
scparces. 

Soitdonnee, par exemple, I'equation differentielle 



^^'j/ — ydx = dy\/l H- x^ -hdx^l H-y*, 
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on la mettra sous la forme 

dy _ dx 



Pourinlegrcr ensuite cliaque membfe, il suffira tie mulli- 
plier et de diviser le premier par y — y^l -i- j/* , et le second 
par X -h V 1 -f- X* ; nousne nous arreterons pas a achever ce 
calcul. 

On pcut remarquer que les variables se separent immedia- 
tement quand I'equalion difTerentielle est de la forme 

car on en tire 

— l- = 9(.r)rfx. 

Si, par cxemple, on avail a integrcr 

on obtiendrait d'abord 

— ^ =x'dx; 



1+y 
et, en effcctuant les integrations, 

1 - 

arc tang y=-x'-h const. 

o 

Toules les fois qu'on a reu«si a separer les variables, la ques- 
tion est dite ramene'e aux quadratures^ parce qu'on n'a plus a 
cffectuer que des integrations analogues a xelles qu'il faut 
executerpour calculer I'aire d'une courbe. 

tBt. — Quand Tequation differentielle proposee est homo- 
gene en X etj/, c'cst-a-dire quand tous lesfacteurs qui multi- 
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plient soil dx^ soit dj/, sont du meme degre, on pRrvient aise- 
mcnt a separer les variables en posant j/ = //a;, n designant 
une variable aiixiliaire. 
Soit 

9(x, J/) dx-h6{x,y)Hij = 0, 

I'equation differontielleproposce, dans laquellc les fonclion3 9 
et th sont supposees homogenes ctdu degrc m. En mettant ux a 
la place dc ?/, ces fonctions acquerrontle factour ic'", que Ton 
pourra supprimer ; ct, en romplacant dy par sa valeur 

u dx H- X du^ 
il vicndra 

( I , u) dx-\-^ (1 , u) {udx -h xdu) = 0, 
d'oii I'on tire 

dx , ^(l,u),du) 



X 9 (1,^/) -h U'b(i^u) ~ 

equation dans laquelle les variables sont separees. 
Prenons pour exemple Tequation 



xdy — y dx =: dx \ X' -f- j/- ; 

on la transforme en 

dx da 



^ \l-f-w- 
d'ou 

\on' x:=^ \o^/ {11 -h V I -f- ti') -h const., 
on, en designant -par c une constantc, 



^=H-]-^[ -ha^^^, ' i/l +^', 



C X 
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equation qoi rev lent a 

x« — 2ci/ — c*=0. 

L^equation difTerentielle proposee resulte, en efTet, de l*eli- 
mination de la constante e entre celte relation et sa difTeren- 
tielle. 

tss. — On separe encore les yariables quand I'equalion 
difTerentielle proposee est lindaire par rapport ay' et a y, c'est- 
a-dire lorsque ces deux quanlites n'y entrent qu'au premier 
degre et n'y sont point multipliees entre elles. Une equation 
de CO genre peut toujours se mettre sous la Torme ^ , 

li) y'-+-ys(x)=/-(jt:). u '- C 

On pose alors 

(2) J/ = Mi% 

u et t; etant deux fonctions indeterminees de x. On en de- 
duit 

dy = u dv -hv du , 

el, en subslituanl dans requation (1), apres avoir multiplie 
par rfjr, 

(4) udv-hvdu -\-uvo (x) dx=^f{x) dx. 

On voit alors que Ton peut satisfaire a cette relation en 
posant separement 

(4) udv = f(x)dx 
et 

(5) du-hU(^{x)dx=^0, 

La relation (5), mise sous la forme 

— -h 5 (a:) (/a; .= , 
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donne, en integrant, 



log' . tt H- I (p (x) dx = const. 



ou, en designantparX I'integrale / o(x)dXy dans laquelle 
on pent faire entrer la constante, 

log'.M-f-X = 0, 

d'ou 

n = e"^ . 

Mettant pour u cette valeur dans la relation (4), on obtient 

e~-^ .dv=^f[x) ou dv = e^f(x)dXj 
d'ou 

(6) v= Ce''f(x)dx. 
Par suite, il vient 

(7) y^e-^ . Ce^f{x)dx. 

Cette methodc conduira done a I'inlegrale cherchee toutes 
les fois que I'on pourra effectuer les deux quadratures expri- 

mees par X = / 9 (x) dx , et par Tequalion (6). 

Prenons pour exemple Tequalion 

y' -f- j/=: — ax. 
On aura ici 

(^(x) = \ et f(x) = — ax\ 

par consequent 

X= / 1 . dx=Xy 
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d'oii 



u = C* , 



ct 

%^ 
Par suite 

ou 

jy ^ fl (1 — ic) -h C e~* . 

t34. — On ramene au cas precedent Tequation differen- 
tielle 

Pour cela, on pose 
et, en substituant, 

puis en divisant par ku^~\ 

?(' -f- u . ^— ' = w*"-^-^* . M— . 

Pour (|ue celtc e(|ualion devienne de memo forme que 
roiiualion (1) du numero precedent, il suffit que Ton ait 

kn ~fcH-l=0, 
(I ou 

1 



k 



n — 1 



«35. — La separation des variables n'est pas le seul pro- 
cede qui puisse elre mis en usage pour integrerles equations 
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differentielles du premier ordre a deux variables. Une pareille 
equation peut loujours etre mise sous la forme 

(1) }Adx-h^dx = 0, 

M et N elant des fonctions de a: et de j/. Or il peut se fairc 
que le premier membre de cetle equation soit la differentielle 
exacte d'une fonction des deux variables x eiy^ considerees 
commeindependantes. Sif(Xyy) est cetle fonction, I'integralc 
generate cherchee est alors 

f{Xj J/) := const. 
Soit, par exemple, Tequalion differentielle 
/ON xdy — tjdx _ 

(^) ^. + y^ — ^^- 



On reconnait que le premier membre est la differentielle 
exacte de Tare dont la tangente est — ; on aura done I'inte- 
grale generale en posant 



y 
arc tang - = const. , 
^ x 



ce qui revient a y=^cx^ c designant une constante arbi- 
traire. 

Mais pour que le premier membre de I'equalion (1) soit une 
differentielle exacte, il faut (55) que la derivee de M par rap- 
port a y soit egale a la derivee de N par rapport a x ; car M 
et N sont les derivees partielles du prcn)ier ordre de la fonc- 
tion f. 

Cette condition est remplie [)ar I'equation (2). Or elle ne 
le serait pas par Tequation plus simple 

(3) xdy — ydx = 0^ 

■::) 
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puisque la d^iriv^e de x par rapport ^ x est + 1 , taadis que 
la derivee de — y par rapport kyfsl — 1 . Lepremier niembre 
de I'cquation (5) n'est done pas la differentielie exacte d'une 
fonction des deui variables x et y. Hais on la rendrait diffd- 
renlielleexacte en mullipliant le premier membre par tefac- 

tear— -. On demontre qu'il exiate toujours un facteur 

propre a rendre M dx + N (ft; une differentielie exacle ; mais la 
reclierche de ce facteur depend de I'inlcgration d'une equa- 
tion aux dilTerences partielles, c'est-fi-dire d'un calcul plus 
difficile que le calcul directement propose. 

D'ailleiirs, les exemples simples que Ton donne d' ordinaire 
peuvcnt toujours se trailer par la separation des variables. 
Nous n^insisterons done pas sur la melbode du faeteur propre 
i rendre le premier membre de [l) int^grable. 

tso. — Lorsque aucune des mothodes precedemment expo- 
sees ne peut reusbir, on pent, pour se faire une idee de 
I'cquatioii integrale que Ton cherclie, avoir recours a un pro- 
cede grapliiquc qui, bien qu'il nc soil qu'assez grossierement 
approximatif, rend parfols des services dans les applica- 
tions. 

L'equation differentielie proposce peut toujours etre mise 
sous la Forme 

(I) y'=f{^,y)- 

Or I'cquation integrale clierchee peut etre regardeccomme 

{'equation d'une courbe, et la 

relStion (1 )donnealors la valeur 

' du coeflicient angulaire de la 

tangen(e a cctte courbe au point 

qui a pour coordonnees x, y. 

Cela pose, ayant truce dens 

Fig. if. axes rectangulaires OX et OV, 

on menera une serie de droites bB, cC, rfD, eE, f¥, equidis- 
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tantes et paralleles a I'axe des y. Puis on prendra sur I'axe 
des y un point arbilraire A, a une distance y^ deTorigine, et 
on admettra que la courbe cherchee passe par ce point A. On 
mettra dans le second meinbre de I'equation (i) les valours 
x = et l/^J/o qui sont les coordunnees du point A; cette 
equation donnera alors Tinclinaison de la tangente en A a la 
courbe; etTon pourra tracer cette langente AT^,. Son equation est 

(2) y — yo=f{0,y,).x, 

Soit h rintervalle de deux paralleles consecutives a I'axe 
des y, L'abscisse du point B ou la tangeiUe AT^ coupe fcB 
sera ft, et Ton obtiendra son ordonnee en faisanl ^ = ft dans 
Tequation (2). Soit j/^ cette ordonnee. Enneglii:caiit les quan- 
tites tres-petites du second ordre, on pourra regarder le 
point B comme etant sur la courbe cherchee. On fora x = ft 
et y = y^ dans la relation (1), qui donnera linclinaison de 
la tangente en B ; et Ton pourra tracer cette tangente BT^. Son 
equation sera 

(3) y — yi=f{K^j,){x — h). 

L'abscisse du point C ou cette tangente coupe cC sera 2ft, 
et Ton obtiendra son ordonnee en faisant x = '2h dans I'equa- 
tion (5). Soit y^ cette ordonnee. On admettra, comme ci-des- 
sus, que le point C appartient a la courbe cherchee. On fera 
iC = 2ft et y = ?/2 dans la relation (1), qui donnera Tinclinai- 
son de la tangente en C ; et Ton pourra tracer cette tangente 
CT,. Son equation sera 

W y-y, = f(2h.y,){x-2h). 

L'abscisse du point D on cette tangente coupe clD sera 3ft, 
et Ton obtiendra son ordonnee en faisant a; = 5ft dans Tequa- 
tion (4). On admettra encore que le point D est sur la courbe 
cherchee. P]n continuant ainsi, on obtiendra une li^ne brisee 
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ABCDEF... qui approchera d'autant plus de la courbe cher- 
chee que rintervallc h aura ete choisi plus petit, et qui, dans 
beaucoup de cas, donnera une idee suffisante de la forme de 
la courbe. Le choix arbilraire que I'oii fait du point A tient 
lieu dans cetle operation de la constante arbitraire qui doit 
entrer dans I'equation integrate. 

Si I'ordonnee devenait infinie, la construction serait en de- 
faut ; maison peut faire disparailre cet'e circonstance en ren- 
versant Tequation (1) et eciivant 

<^> d^-*-/-(x7j/)- 

Au lieu de paralleles a I'axe des y, on emploierait alors des 
paralleles a Taxe des x. En employant avec discernement ces 
deux mojens, on peut presque toujours avoir, par apergu, la . 
forme de la courbe cherchee dans la region oil Ton a inleret a 
la connaitre. 

tsi. — Une equation differentielle du premier ord re a deux 
variables peut 6trc d'un degre superieur au premier. Si, par 
exemple, elle ne conlient que la premiere derivee j/', maisquc 
cette derivee y entre au second degre, Tequation differentielle 
sera du premier ordre, mais du second degre. 

Dans ce cas, ce qu'il y a de plus simple a faire est de rc- 
soudre Tequation par rapport a t/' ; on obtiendra ainsi deux 
equations separees du premier degre, que Ton integrera sepa- 
rernent, s'il est possible, par I'une des methodes exposees ci- 
dessus. On obtiendra ainsi deux equations integrales telles 
que 

(1) y — fjx,c,) = et I/ — /;(^,cji±i:0, 

c^ et c, designant des constantes arbitraires. Et Tintegrale 
generale sera Ic produit de ces deux equations mernbrc a 
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membrc, savoir: 

(2) [y-/;{x,cJ][j/-A(x,c,)] = 0; 

car en differentiant colle-ci, on obtient 

/.v ( ly-fA3!,c,)\[y'-f,'(x,c,)] 

^' ' ■ [2/-/;(^,O][!/'-/'.'(x,c.)l=0. 



relation qui est evidemment satisfaite, soil que Ton adopte la 
solution 

y—fi (^» <•!) = 0, 

d'ou 

jy' — /•'.(x,r.) = 0, 

soit qu'on adopte la solution 

d'ou 

y'~r,(x,c,) = 0. 

On pent meme remarquer que Ton ne diminue pas la gene- 
ralite de I'integrale (5) en supposant c^=c^, attendu que ces 
deux constantes n'cnirent jamais a la foisdans la solution que 
Ton choisil. 

Soit proposee, par exemple, Tequation 

1/'* — 2flj/' H- a sin* x=0; 
on en tirera 

t/' = a±:flvl — sin-x = flf(l ±: cosx), 

d'ou, en integrant, 

]jz=zax -\-c± flsiiu:. 



] 
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L'integrale generale sera done 

(y — ax — c — as\nx)(y — ax — c-\-as\nx) = 
oil 

(y — ax — c)* — a' sin* x = 0. 

Si Tequalion differcntielle proposee etait du degre n en j/', 
on verrait de meme qu'on ohlient Pintegrale generale en de- 
terminant les ?i valeiirs de j/', integrant les n equations dif- 
fercntiellos du premier degre ainsi obtenues, passant tons les 
termcs de cliaciine dans le premier membre, ct multipliant 
membrc a membre toutes ces equations, dans lesquelles il est 
permis, sans diminuer pour cela la generaliie de I'equation 
integrale, de represonter les constantes arbitraires par une 
meme letlre. Mais on rencontre rarement, dans les applica- 
tions, une t'quation differentielle d'nn degre superieur au se- 
cond. 

Lors(|ue I'equation differentielle ne pent etre resolue par 
ra[)port a j/',oulorsqne les equations differentielles du premier 
degre en j/' que Ton en tire nepeuvent etre integrees, Tinte- 
I^Tale generale ne pent etre obtenue, sauf les cas particuliers 
oil Ton pent avoir n cours a quelque artifice que Thabitude du 
calcul suggere. On en trouvera des exemples dans les traites 
plus elendus. 

«38. — 11 |)ciU arrivcr qu'nne equation differentielle du 
promior onlre a deux variables soit satisfaite par une relation 
cntre ces varialjlcs tout a fait distincte dei'integrale generale; 
et ne pouvant |)as s'en dcduire ; ce n'est point alors une inte- 
grnle parliculicre, et on lui donne le nom de solution singu- 
Here'', 



* Qiielqucs au tours adoptent le noin de solution par lien Here; mais, 
dans ce cas, il faut evitei* de coiifondre cc nom avcc rexprossion d'inle- 
grnlc pnrticulicrc. 
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Quelques considerations g^ometriques feront comprendre 
Torigine de ces solutions. 
Soil 

Tequalion differentielle proposee, et soit 

(2) ¥{x,y,c) = 

son integrale generale. Cette equation (2) represente une fa- 
mille de courbes, dont Yenveloppe (106) a pour equation 
Tequalion qui resulte de Teliminalion de la constanle c entre 
F (Xy J/, c) =0 et sa derivee par rapport a c. Soit 

(3) ?(x,!/) = 

Tequation de Tenveloppe. On a vu que le caractere geome- 
trique de cette courbe est d'etre langente a toutes celles qui 
sont comprises dans Tequation (2). Par consequent, si a; el j/ 
designent les coordonnees du point de contact enlre Penvc- 
loppe et I'unedes enveloppees, on obtiendra pour y' lameme 
valeur, soit qu'on la tire de I'equation differentielle propo- 
see (i), soit qu'on la tire de I'equation (3) de lenveloppe. 11 
en resulte que I'equation (5) satisfait a I'equation (1), bien 
qu'elle ne soit pas en general comprise dans Tequatinn (2). Ce 
n'est done pas une integrale particuliere, comprise dans Tin- 
tegrale generale; c'est une solution singuliere. 
Considerons, par exemple, I'equation 

(4) ? + _L = i, 

cm — c 

qui represente une famille de droiles, lorsqu'on y fait varier 
la constante c. 

Si on la differentie, ce qui donne 

(5) i+_J/l- = o, 

c 7n — c 



296 PREMIERS £l£HENTS DU CALCUL INTEGRAL. 

ct que I'on elimine c cntre les relations (4) et (5), on obtient, 
apres reductions, I'equation 

qui est I'equation differentielle de toutes les droites represen- 
tees par ['equation (4) . 

On peut remarquer qu'elle est satisfaite par a; = ; mais 
cette solution provenant du facteur x^ qui peut etre supprime, 
n'est point la solution singuliere. Si Ton cherche Fequation 
de Tenveloppe des droites (4) , et que pour cela on elimine c 
entre cette equation et sa derivee par rapport a c, on ob- 
tient (108) 

(7) (\/x-h\yy = m ou i/=x-Mn — 2v/m^, 

qui est Tequation d'une parabole. Or, si Ton differentie cette 
derniere, on en tire 



'='-Vl' 



valeur qui, substiluee dans Tequation differentielle (6), satis- 
fait a cette equation. L* equation (7) est done la solution sin- 
guliere. 

t39. — Lorsque, cornme dans Texemple precedent, on a 
rintegrale generate, on voit (ju'il est facile d'en deduirela so- 
lution singuliere, s'il y en a une, puisqu'il suffit d'operer 
comme s'il s'agissait de trouver Tequation de I'enveloppe des 
lignes representees par I'integrale generale. 

Mais lorsqu'on n'a pas I'integrale generale, il faut operer 
d*une autre maniere, que les considerations geometriques ai- 
deront encore a coniprendre. 

Soit M le point de contact de Tenveloppe avec Tune des 
enveloppees. Cette enveloppee estcoupee par une enveloppec 
infiniment voisine en un point M'infiniment voisin du point M ; 
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et, au point M', ces deux enveloppees ont generalement des 
tangentes distinctes ; c est-a-dire qu'au point M' la derivee y' 
a deux valeurs dilferentes, selon que Ton considere i'unc ou 
Tautre des deux enveloppees dont il s'agit. Mais, si I'on fait 
tendre le point M' vers le point M, chacune des deux tangentes 
dont ii s'agit tend vers la langente en M ; par consequent, au 
point M lui-meme, les deux valours de j/' qui etaient distinctes 
se confondent en une seule, c'est-a-dire que I'equation 
f{x^ j/,j/') = donne, en ce point, pour y\ deux valours 
egales. Or le caractere des racines multiples, c'est que la deri- 
vee de la fonction devient nulle; au point M on doit done avoir 

et, si Ton elimine y' entre les equations [(x^y^ y') =0 et 

-T~ = 0, on obtiendra une relation entre x el y qui appar- 

tiendra a tons les points de Tenveloppe ; ce sera done la solu- 
tion singuliere qu*il s'agissaitd'obtenir. 

Dans I'exemple du numero precedent, si Ton egale a zero 
la derivee, par rapport a j/' du premier membre de I'equa- 
tion (6) debarrassee du facteur etranger x^ on obtient 

2xif — (x -hy — m) =0 , 

et, en eliminant y' entre cette relation et I'equation (6), on 
trouve 

y^x-\-mzp2^mx, 

c'esl-a-dire qu'on retonibe sur I'equation (7), attendu que, 
dans Tune ou I'autre , le radical porte necessairement avcc 
lui ie double signe. Ainsi on retrouve, par cette niethode, 
la solution singuliere qui avait ete deduite de I'integrale ge- 
nerate. 
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Mais, pour le succes de la methode, il faut avoir soin de 
preparer I'^uation difTerentielle de maniere a ne pas contenir 
de radicaux. Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet. 

8 S. - DE L'lNTtoUTION DES ^UATIONS DIFF^RENTIELLES 
DU SECOND ORDRE, A DEUX VARIABLES. 

t4#. — Dans le cas le plus general, une equation difTe- 
rentielle du second ordre h deux variables x et y contient, 
jndependamment de ces variables, les derivees du premier 
et du second ordre y' et y". Mais nous consid^rerons d'abord 
quelqucs cas particuliers. 

Le plus simple est celui oil Pequation differentielle se pre- 
sente sous la forme 

y"=f{x). 

En mullipliant par dx et remarquant que y"dx = (hj\ on 
obtient 

dj/' = f (x) dx, 

ct, en integrant, 

if = Jf(x)dx-h'G. 

Supposons que I'integration indiquee puisse se faire, et soit 
© (x) Tintegrale obtenue, on aura 

y^ = o(x)-hC. 

Multipliant de nouveau par dx, et remarquant que t/'dx = dj/, 
il viendra 

dj/=:(p (x)dX'hCdXy 

et, en integrant, 



y= I o (x) dx -h Cx -I- C, 
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C designant une nouvelle constante arbitraire. Si T integra- 
tion indiquee dans le second membre pent s'elTectuer, on ob- 
tiendra ainsi y en fonction dc x. La relation obtenue par ce 
moyen sera Tinlegrale generalecherchee. Onremarque qu'elle 
contient deux constantes arbitrairesC et C'. 
Soit pour exemple Inequation differentielle 



y" = cos mx , 
on en tirera successivement 

r . ^ sin rwx ^ 

^ J m ' 

et 

1 r . , n n, cosmic ^ ^, 

y^- I sin7wxrf.'C+Cx-l-C'= ; — hCjJH-C. 

^ mj tiv 

«4i. — On traite aussi facilemenl le cas ou I'equation 
differentielle se presente sous la forme 

y"=f{y)- 

On a, en effet, 

„_dy' ^y'dy' ^y'dy\ 

^ dx y'dx dy ' 

on pourra done ecrire, en multipliant I'equation proposee 
par dy, 

y'dij' = f(y)dy, 

et, en integrant, 



',;=ff(y)<'y + ^- 



'2 



Si I'inlegration indiquee peut s'effectuer, soit f (y) I'integralc 
obtenue, on aura 



J/'*=2t(j/) + 2C, d'ou !/' = v2?(!/) + 2C. 
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bics ct I'on ohtient 



,/2,{yrt^2C ''"'' 



et, en integrant, 



J v25(!/) + 
ct, si I'inlcgralion iniliquce peut s'cfrectuer, on n ainsi x en 



+ C'; 

-2C 
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seulement les derivees du premier et du second ordre. Car si 
I'on a a integrer Tequation 

f(y',y") = o, 

en remarquant que j/' est la derivee premiere de j/', on voil 
qu'on a affaire a une equation du premier ordre entre y' el sa 
derivee. Supposons que I'inlegralion puisse s'effectuer, onob- 
tiendra t/' en fonction de x et d'une constante arbitrairoC; 
soil 

!/' = (p(a;, C), 

Fintegrale Irouvee. En multipliant par dx el integrant de 
nouveau, on obtiendra 



J/ = I o(x^C)(lx-hC'; 



ce sera Tinlegrale generale, avec deux conslantes arbitraires, 
do I'equalion du second ordre proposee. 
Soit, pour exemple, Tequalion differenlielle 



du' 
on en lirera, en remplagant y" par ~ , el separanl les va- 
riables, 

adx= - : 



ef, en integrani, 
relation qui revicnt a 



A^«^ = j/'-f-vl-4-//'% 
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en remplacant ^ par A. — On tire de la 



V=r A, 



U..„ 1 



A 



MuUipliant par ix et integrant de nouveau, on obtient 



»=!.(- 



c'cst I'cquation integrate cherchee. 

%\%. — L'equation diff^rentielle du second ordre se ra- 
iiicne encore an premier lorsqu'elle ne contient, avec y" ct y', 
que I'une dcs deux variables x ou i/. 

Supposons, par cxemple, qu'elle soil de la forme 

y" -+-?(i:).i/ -(-:;- (a:) = 0. 
En multipliant par dx, on pourra ecrire 

dy'-l-9(x) .!/'(ia; + i|'(x):=0, 
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En remplacant y" par ^ . ^ , ct multi pliant par dy, on aura 

uy 

y'dy' + y (j/) y'dy + ^{y)dy=0, 

equation differenticlle du premier ordre entre y' et y. Si on 
peut I'integrer, on obtiendra une integrate de la forme 

1/ = /•(!/) + €. 

KemplaQanty' par -^^ separant les variables et integrant, on 
trouvera 



H 



''y +c', 



/•(!/) +C 



et, si rintegration indiquee peut s'effectucr, on aura enfin x 
en fonction de j/, avee deux constantes arbitraires. 
Soit, pour premier exemple, I'equation differentielle 



y 

X 



on en tirera 



dy' dx 

y' -ha^ X 

et, en integrant, 

log' {y' H- a) = log' a; -♦- log' C = log' Cx , 

d'ou 

xf=zCx — a. 

Multipliant par dx et integrant de nouveau, on trouvera 

1 

y:=-Cx^ — ax -^ r/ . 
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Soil, pour second eiemple, I'equalioii difTerentielle 

on en tircra 

~~=y'{y + a) ou dy'={y-ha}dn, 

et, en integrant une premiere fois, 

1 

'2 



!/' = 9'/-f-«!/+C. 



Remplaviint y' par -ji el separant les variables, il viendra 



et, en integrant une seconde fois, 
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etre mise sous la forme 

(1) y"-i-py-~i-q = 0, 

p el q ^Uiit des constantes donnees. 
Dans ce cas, on pose 
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on Irouve, en suivant la marche indiquee, que Tiategrale ge- 
nerate est 

t4K. — Lorsque les racines de I'equation (2) sont egales, 
la methode lombe en d^faut, parce que I'equation (4) revient 
aloni 

et ne contient plus qu'une constante arbitraire C + C. On 
procede alors d'une autre maniere. Soit 

(5) y-_2py' + p'j, = 

I'equation proposee ; elle se trouve dans le cas que nous exa- 
minons, puisquc I'equation (2) deviendrait 

m'— 2pm-»-;*' = ou {m — p)»=0, 

equation fiui a bos deux racines cgales. On pose dans cc cas 
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naires, on pourrait passer dcs exponentielles imaginaires aux 
lignes trigonom^triques i I'aide des formules connues. Mais 
on peut poser direclenient 

!, = Ce"cos(gi+C'); 
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on ramenerait ce cas au prudent en posant t( = u+-; 
car, en substituant cette valeur, il vient 

t48. — Lorsque les coefficients de I'equation lineairc «lu 
second ordre sont foiictions de la variable x, rinlegralion nc 
pcut s'elTectuer que dans dcs cas particulicrs. On pose alors 

y=e'f d'ou tf' =1 c" . u' et t/" = e' m" -t- e" u', 

et, en substituant dans t'equation (1) et supprimant le 
factcur e", 

ou 

dn' ■+- (i +i')u' .dx-t-qdx=0, 

t'ljiialion dilTcrenlielle du premier ordre entre u' el x. Si die 
|icut s'inttigrer par quclqu'une des metlioc!es exposees plus 
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' Soil, en efTet, 

(a) f-^pij'-^qy^O 

I'equation diiTerentielle proposoe, et soil Y une intagrale par- 
ticuliere de cette ^qualion, c'cst-a-dire une fonction de x qui, 
mise h la place de y dans (a), salisrasse a ccUc relation. On 
posera y = Yu, u designant une nouvelle fonclion de x. On 
en deduit 

!/'=Y'w+Yu' et !/' = V"u-f2V'u' + Y«", 

et} en subslituant dans (a), on obtient 

v.," J- OS' a- nV\ «' _i_ / V -i- ii V -i- nVi — n 
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La neme metfaode s'appliquerait encore si le second mem- 
bre de I'equation (o), au lieu d'etre nul, etait une fonction 
de x; mais I'^uation du premier ordre entre u' et x serait 
moins simple. 



I 4. — DES COUATIONS DIFF^REHTIELLES IIMULTAN^ES 

tE«. — Considcrons d'abord deux Equations difT^rentielle- 
simultances du premier ordre entre Irois variables x, y et t, 
dont Ics deui premieres sent fonctions de la troisieme. Ces 
equations seront de la forme 



(1) 



Ul ' dt ' 



,,,) = 0,e,,(|,|.«,„,)=0, 



et il s'agil d'en d^uire xel i; en fonction de t. Pour cela, la 
mctliode generale consiste k difterentier les deux equa- 
tions (f) parrapporla (. On obtient ainsi deux equations de 
phis, qui contiennent, outre les quantites contenues dans les 

— t ^ < 
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(litTerenlielle du premier ordre, enlret/ etf. Si elle peul s'in- 
tegrer , on obliendra une integrale generate de la forme 

(3) !/=-.F(l, C-), 

contenant une nouvellc constante arbitraire. Les relations (2) 
ct (3) sei'ont les equations integrales du probleme. 

X51. — Cetic m^thode est rarement applicable dans toulc 
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nant et chassant le denominaleur b, oa obtieat 

equation Hneairc du second ordre ealre u et t, sans second 
membre et a coefBcients constants. Elle pourra done s'inte- 
^rer paria methodedes n°*244 et suiTant<t, et Ton obtiendra 
line inlegrale generate de la forme 

U=f{t,CyC), 

avec deux constantes arbitraires. On en dcduira -y en fonc- 
at 

tion de 1 ; et, en substiluant pour u et --7- leurs valeurs dans 

la premiere des equations (6), on aura la valeur corrcspon- 
dante de v. On en deduira immediatement les valeurs de x et 
iey. 

Prenons pour exemple les deux Equations simultanees 

(») a +»-*» = » "<■ ^f+5i-6>, = 6, 
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En suivaiit la marche initiquee, od aura a integrer I'equa- 
tion du second ordre 

donl rinl^grale generate (244) est 



314 PREMIERS £l£|IMTS SU CALCUL INTEGRAL, 

^qualions simultan^es et du premier ordre entre y, z et t. 
Mais cette m^hode, pureraent theorique, n'est jamais eiU' 
ployee. 

Nous considererons sur-le-champ le cas le plus simple, et 
qui se rencontre dans les applications , celui ou les Equations 
propos^cs sont lineaires et ii coefficients constants ; par une 
transfomaation analogue a celle du numero precedent, on peut 
toujours les ramener a avoir %&o pour second membre. Elles 
sont alors de la forme 



-*- a'x -f- b'y ■+- c's = 0, 



II exisle plusieurs methodes pour integrer les equations de 
cc genre. Nous nous contentcrons de faire connaitre la sui- 
vante, qui pourrait aussi elre employee dans le cas de deux 
variables. 
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Si Ton ^limine X et (t eiitre ces trois equations, on obtient 
une ^uation du troisicme degre en m. Soient m,, m, et m„ 
ses trois racines ; et soient C„ C,, C,, trois valeurs arbitraires 
dc C, correspondantes a ces trois racines. A cause de la forme 
lineaire des equations (11), onreconnait qu'ellesseront satis- 
faites par le systemc de valeurs : 
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teniit une Equation difT^rentielle entrex ct t , mais elleserait 

du quatrieme ordre. 

Nous renverrons, pour de plus atopies details sur ce sujct, 
aux traites plus ^lendus, le cas d'un systeme d'eqiialions dif- 
ferentielles simullances d'onlre superieur au premier ne se 
pr^ntant pas dans les applications usuelles. 

I >. — DES ^gUATIOHS DIFF^RENTIELLES TOTALES 

CS4. — Nous nous bornerons au premier ordre et au ens 
de Irois variables x, y, z, dontla derniere est fonction des 
deux autres. Le probleme a resoudre est d'abord celui-ci : 
ctanl donnee une dilferentielle esacte de la forme 

(!) dz = f{x,y)dx+'3f{x,ij}dy, 

en d^duirc la valeur de z en fonction des variables x el y. Pour 
que cette equation so it integrable, il Taut qu'cUeremplisse une 
condition. Les fonctions 9 (x, y) et <]> {x,y) doiveat etre les 
dertvecs partielles de s par rapport a x et a if pour que Ic 
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on en lire 

di = <f{x,y) dx, 

et, en inUgraot par rapport k x, on obliendra s ; mais i1 faut 
bicn rcmarquer qu'il ne suflira plus ici d'ajouter au second 
membre une constante arbUrairc; car, dans la differentiation 
dc z par rapport a x, unefonction dc y seul pent avoir dis- 
paru ; ce qu'il faut ajouter au second membre apres I'intcgra- 
tion, c'estdonc unefonction inconnue dct/. Si Ton reprcsente 
par 4>(f, t/) I'int^gralede^ {Xyy)dx par rapportax,on devra 
done icrirc 

(5) «=*(i,»)+ns)+c, 
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j-^^ax'^ + bx-i-iey. 



Multiptiant la premiere de ces relations par dx, et integrant 
par rapport i x, on trouvera 
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par ta methode inditjucc au numero precedent , nous aurons 
v=^ {x, y, z). Or la fonction u ne peut differer de v que par 
une fonction de 2, puisque, en regardant z comme constant, 
du s'est reduit a dv. On peut done ecrire 

u='^{x,y,z)+f{:i). 
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tant, la melbode du n* 254 donnera 

v:=.{uz-hk)xy + bsx-i-czy-i-coml. ; 
par suite 

u = (as + k) xy -\- bzx + ca i; + const. +/ (s) . 
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dans laquelle X, Y, Z representent des ibnclions quclconques 
des trois variables x, y, 2. 
Soil 

f(x,y, z) = 

rintegrale de cetle equation differenlielle. 

En la differentiant, soil par rapport a x, soil par rajiport 
a 1/, on obtient les deux relations 

df df dz ^ , df df dz ^ 
dx dz dx dij dz dy 



iz 



Si Ton en tire les valeurs de -7- et dc j P^"i* 1^'s substitucr 

dans Tequation (1), et qu'on chasse le denominaleur intro- 
duit, on pourra la mettre sous la forme 

et si I'ori pouvait tirer de celle-ci la valeur cle /en x, ij ct Zy 
le probleme seraitresolu. 

Pour y parvenir, on considere les equations 

.^. dx _ dij _ dz 

(^} T ~ Y ~ Z ' 

qui forment un systeme de deux equations dilferenticllos si- 
multanees et du premier ordre. Concevons (pi^on les ait intc- 
grees, et soient 

/; (x, J/, z) = C, et /; (X, \j, z, = C, 

les integrales obtenues. On en deduit par la tlilTorentialion 

'Ifidx-h^dij-^'-^dz^O, 
dx dy dz 

21 
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Le coefficient angulaire de la langente a la trajectoire qui passe 

au meme point x, y est d'ailleurs -^. On doit done avoir , 

d'apres la condition du probleme, 

tang V = - 



tx-y 



•^ dx 



ou, en meltanl pour y' sa valeur ci-dessus, et multipliant le» 
deux lermes de la fraction par -j-, 

dl dl^df 

/nv . IT dx' dy dx 
2 tang V = ... \ 7-. . 

dy dx' dx 

Si Ton elimine le parametre a entre cette derniere rela- 
tion et I'equalion (1), on oblient une relation en x et i/, qui 
est Tequalion differentielle de la trajectoire. Cette equation 
difl'a entielle est toujours du premier ordre; en I'integranl, on 
obtient I'equalion generale des trajectoires cherchees, puis- 
quc rintegralion inlroduit une constante arhitraire. 

Lorsqu'il s'agit des trajectoires orthogonales, on a 

tang Y = oo , 
et la rtlalion (2) est remplacee par 

.-,. ilf^ rfy df_ ^ 

' dx dx dx 

««4. — 1. Proposons-nous, comme premier exemple, de 
chercher les trajectoires orthogonales des paraboles qui out 
mime axeet mime sommet, Ces paraboles ont pour equation 

(4) j/- = 2/jx, ou if^2px=0. 
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On en tire 

^— _9» ^"-2«- 
ct, en substituant dans la relation (5), on obtient 



Cette relation donne 



y 
y 



et, en substituant pour j) cette valeur dans Tequation (i), on 
trouve 

j/*H 7^ = 0. 

y 

Cette equation differentielle est salisfaile par j/ = 0; et, en 
effet, I'axe commun des paraboles les rencontre loules a 
angle droit. Si Ton supprime cetle solution, il reste 

ou 

En integrant on obtient 

y'-f- 2j;* = const. 

C'est I'equalion generalc d'une farnille d'ellipscs semblables 
et semblablement placees, ayant pour centre le sonimet com- 
mun des paraboles. 

II. — Nous chercherons, commc second cxempic, les tra- 
jedoires orthogonales des cercles de rayon R, qui out leurs 
centres en lujne drolte. 

22 
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En prcnant la droite des centres pour axe des or, Tequa- 
tion gencrale des cercles consideres sera 

(5) y«4.(x-a)' = R*. 

On en lire 

^ = 2(x-a), et 1=2,. 
Substituant dans la condition (5), on obtient 

el, en remplacant x — a par cette valeur dans Tequation (5), 
il vienl 



'/-1-;t.=RS d'ou y,'iK'-y').dy=ydx. 
On ijcpare immediatoment les variables, et I'om a 



dx = ^L—JLdy, 



et, en integrant, 



X = log' . 1 ±. -+. 1 ^ -I- const. 

y y 

(Pour faire Tintcgration, il est commode de poser 

y=^li sin (0, 

(jj elant unc nouvelle variable.) 

III. — Enfin nons nous proposerons, comme dernier exeniple, 
de troHver les courhes qui cotipent sous un angle donnS^ dont la 
tangente est k, tontes lesparaboles qui out meme axe etmeme 

P'rametre. 
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En integrant on obtient 






et, en remettant pour u sa valeur, et (irant celle de x, 

x=| + |-;>(i-Hji)iog'.(y-^f)+C; 

c'esl I'equation generale des trajectoires demandees. 

Si Tangle donne est droll, on a A; = oo , et Fequation des 
Irajectoires orlhogonales est 

x = C — plog;.y, 

equation que I'on peut mettre sous la forme 



y = Ae P; 
c'est une logarithmique ordinaire. 



FIN 
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one limile delerminee. Ainsi la suite nalurelle des nombrcs 
forme une serie divergente. II en est de meme, pour x = x, 
de la serie 

1-f-cosx-j- cos2x-f-cos3a:-|-..., 
car elle devient, pour cette valeur parliculiere de Xy 

serie donl la somme lend vers •+• \ ou vers zero^ selon que 
Ton prend nu nombre de termes impair ou pair. 

Nous considererons d'abord les series dont tons Ics termes 
sont positifs. 

t. — Pour qu'unc serie soil convergente, il faut avanttout 
que ses termes aillcnt en decroissant indefiniment, au moins 
a partir d'un cerlain rang. Car si les termes reslaient constam- 
ment superieurs a une quantitc fixe §, d'ailleurs aussi pe- 
tite qu'on le voudra, la somme des n premiers termes serait 
superieure a ?/c, quanlile que Ton pent rendre aussi grande 
que Ton voudra eii preiir.nl n suffisamment grand ; la serie ne 
serait done pas convcrgenle. 

Mais cello condition de convergence, toujours necessaire, 
n'est pas sullisaiite. II snffitdele montrer sur unexemple. On 
choii^it ordinairenicnt (lourcela la serie 

111111 

qui portc le nom ile se'rie harmonique. Elle remplit la condi- 

1 

lion donl il s'agil, puii^que le lerme general - peul elrc rendu 

aussi petit que Ton voudra. Cependant elle est divcrgenlo, 
car on peut I'ecrirc 

1111 

lo*-' "^ 10 J 
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ou, puisquei' est moinJre que i, 



S«<Mo. 



l — k 



Or, h mcsure que n augmente, le second membre s'ap- 

1 

proclie de plus en plus de u^ . ^j r. Done la serie est conver- 

gentc. 

II est facile, a Taided'un raisonnement analogue, d'evaluer 
une limite superieure de Terreur commise en s'arretant au 
terme ?/„. En effet, le reste R, ou I'ensemble des terraes qui 
suivcnt M„, peut s'ecrire : 

et; comme on a 

et ainsi de suite, on peut ecrire : 

R<2^(A'-f-fc'-hfc'-f-...) 
ou 

4. — On applique ordinairement ces regies a la serie 

, 111 1 . 

1 - 



1 ' \M ' 1.2.3 1.2.3.. .n 

Le rapport du dernier terme ecrit a celui qui le precede 
est-, quanlite moindre que I'unile; et le rapport de deux 
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termes conscculifs va sanscesse en diminuant a mesurequ'on 
avance flans la serie ; done, en vertu du principe ci-dessus 
demon tre, cette serie est convergente. On designe sa valeur 
par la lettre e ; c est la base des logarithmes neperiens. 

Si Ion applique a celte serie la regie ci-dessus relative ^ 
Terreur commise , on voit qu'en s'arrelant an terme 

■ ^ on commet iine orn iir moindrc que 

1.2.3...n * 

1 



1 n-f-1 \ \ 

on 



1.2.0...?? . 1 l.2.3...n 71 

?i-l- 1 

On reconnait ainsi que les 12 premiers termes donnenl le 
nombre e a moins d'unc unite du neuviemc ordre decimal. 
On trouve : 

^=2,718281828.... 

Ce nombre, qui joue un role important dans I'analyse, est 
unc quantite incommensurable. Car si sa valeur pouvait etre 

representee par une fraction commensurable — et qu*on eut 



m_^ II 1 1 



7i"" ^1 1.2" 1.2.5...?? ' 1.2.5...??{??-f-l) • 

on aurait, en multipliant les deux membrcs par le produit 
1.2.5...??, 

1.2.5... (?i — 1) .m= un nombre entier 

-^[^rn""^(H + 1)(n + 2) "^-J- 
Or, la quantite enlre crochets est moindre que la somme 
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dcs termes de la progression geometrique decroissante qui a 

1 . 1 . 

pour premier terme v et pour raison j , c*est-a-dire 

1 

qu'ellecstmoindreque-. On aurait done un nombre entier 

egal a un nombre entier plus une fraction, ce qui est impos- 
sible. Done le nombre e ne saurait etre represenle par une 
fraction commensurable. 

5. — On reconnait aisement que la serie 

X x^ x^ x^ 

^ "^ 1 "^ O"^ rO"^-*"^ 1.2.3. ..n"^-* 

est convergente, quel que soil x. Car si Ton pousse la serie 
assez loin pour que n soit superieur a x, les termes suivants 

se formeront en multipliant successivement par -.. .r, 

X . . X 

^, ..., facteurs inferieurs a -; done, en vertu du prin- 



n-\-o n 

cipe expose au u^ o, la serie est convergente. 
11 en est de meme de la serie 



Bx Cx' Dx^ Nx« 

A -f- -^ 



1 ' 1.2 ' 1.2.3 1.2.3.. .n 

pourvu que les cocnicients A, B, C, ...,N, ..., reslcnt finis 
et n'aillent i)as en croissant indefiniment. Si, en effet, on 
designe par M le plus grand de tous ces coefficients, on voit 
aisement que la somme des termes de la serie proposee est 
moindre que la somme Jes lermes de la serie 






MU+:i + ,-^+,f;^3 4-...+ 



1.2. 5. ..71 ** /* 



Or la quantilc enlre parentheses a une limite ; et puisque M 
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aiH|iiL'l on s'arrete. L'erreur est par exces ou par defaut sui- 
vaiil que i/,_^i est negatif ou positif. 



11 



Limite vers laquelle tend V expression 



(-»-)■ 



lorsque m tejid vers rinfmi. 

Pour trouver celte limite, on suppose d'ahord m enlier; on 
peutalors developper i'expression proposee par la formuledu 
liinome ; et, si Ton designe par S„ la somme des n -t- 1 pre- 
miers termes, on a 

^ . ml m (m — 1 ) 1 m {m — 1 ) (m — 2) 1 

'"~^'^ i'm'^ r2l~'m^^ TO w^ "*■"•• 

m(m — \)(m — 2)...(m — n-f-1) 1 
1.2. 3. ..n ?n"' 

ou, en effecluant la division des divers numerateurs par la 
puissance de m qui figure au denominateur, 

1 m \ mj\ m 



S« = 1 -4- T -f- -r-T- -+- 



1 ' 1.2 ' 1.2.5 

.-iV.-li...u 



n — i \ 
m J 



1.2. 3. ..71 

On compare alors S„ a la somme des ?H-1 premiers ter- 
mos de la seric e ; soil e^ cette somme, on sail que Ton a 

,111 1 



1 ^1.2^1.2.5^ •••^1.2.5... n' 
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On reconnait aisement que, a partir du troisieme terme tie 
ces deux sommes, chaque terme de S„ est moindre que le 
terme correspondant de ^„, et qu'il a pour limite ce terme 
correspondarit, lorsqueTon fait tendro m vers Tinfini, le nom- 
bre n conservant unc valenr fixe. 11 en resulte que e^ est la 
limite vers laquellc tend S„ quand m tend vers Tinfini. On 
peut done ecrirc 

\L designant unc quantite qui s'annule pourm infini. 

Mais, la serie e elant convergente, e est la limite vers la- 
quelle tend e^ lorsque le nombre des termes tend vers Tinfini. 
On peut done ecrire 

(2) e-^e, = ., 

V designant une quantite qui s'annule pour n infini. 

Si mainlenant on imagine que Ton fasse tendre a la fois m 
et n vers Tinfini, m etant toujours suppose extremement grand 
par rapport a /?, les deux relations (I) et (2) ayant lieu a la 
fois, on aura en les ajoutant membre a membre 

(3) t' — S„=lA^-V, 

et, comme [j. et v tendent alors tons deux vers zero, il on est 
de meme de leur somme. 11 en resulte que la difference e — S„ 
tend vers zero, et que par consequent S„ a pour limited, lors- 
que m et n tendent tons deux vers Tinfini, m etant toujours 
suppose infiniment grand par rapport a ??. On peut done 
ecrire 

lim. (l -4- ^JT=^'=t>, 718281828.... 

On pent fnire voir maintcnant qu'il n'esl pas necessaire de 
donner a ?n des valours cntieres. Quelle que soit, en cl'fet, la 
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valeur positive attribucc a m, elle sera comprise entre deux 
nombres enliers consecutifsp elp -f- 1. Or on peut ecrire 

(.-,4,)'<('4r<o-r' 

ct ces inegalites subsisteront quand on fera tendre m, et par 
suite p, vers Tinfini. Mais on a 

r|uantile qui a pour limite e^ car, p-f- 1 ctant entier, le divi- 
dcnde tend vers e, et le diviseur vers 1. 
On a aussi 

qiianlile qui a aussi pour limite d, car le premier facleur tend 
vers e^ puisquep est entier, et le second tend vers Tunite. 

II en resulte que llH — 1 est compris entre deux quan- 

litcs qui ont pour limite commune e, lorsqu'on fait tendre in, 

ct par suite p, vers I'infini; done cetle quantite intermediaire 

1 \"' 
1 H — I a elle-meme pour limite le nombre e. 

On peut meme faire voir que Texpression proposee tend 
encore vers e^ lorsqu'on donne a m des valeurs negatives. On 
a, en effet, 



( 



ml \m — \j \ m — 1/ \ m — 1/' 

quantite qui a pour limite e, puisque, m — i etant positif, le 
premier facleur tend vers^, tandis que le second tend vers 
Tunite. 
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Supposons, en second lieu, que le premier terrae contienne 
en facteur une puissance de fc, et qu'on ait a considerer le po- 
lynome 



on pourra Fecrire 

/i« (A -h Bfc-h Ch« -h . . . -4- PhP) . 

Or, d'apres ce qui a etc demontre ci-dessus, on peut pren- 
dre h assez petit pour que la quantite entre parentheses 
prenne le signe de A; done le polynome propose aura lesigne 
de Ah", c'est-a-dire le signe de son premier terme. 
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